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PREFACIO

A matéria leccionada na disciplina de Mecanica dos Soélidos tem-se mantido
praticamente inalterada nos Ultimos anos. Esta estabilidade deve-se ao facto de se
tratar de uma matéria nuclear do curso de Engenharia Civil e também por constituir
uma introducao cléssica ao estudo do comportamento das estruturas. Os trés capitulos
fundamentais s3o os relativos aos estados de tensao ¢ de deformacao,
complementados com o estudo das relagdes entre tensdes e deformagdes. Com o
objectivo de facilitar a exposicdo destas matérias, ¢ efectuada uma breve introducdo
ao calculo tensorial, com especial énfase na nota¢do indicial e na mudanca de
referencial. Nesta publicacdo o ritmo de exposicdo € propositadamente lento e
pormenorizado, de modo a facilitar a um aluno de Licenciatura a apreensdo de todos
0s conceitos expostos, sem ter de recorrer a bibliografia cldssica. Esta, por se destinar
a leitores mais experientes, apresenta-se quase sempre demasiado compacta e
resumida, requerendo uma capacidade de abstrac¢do elevada, que ndo estd ao alcance

da generalidade dos alunos.

O indice desta publicacdo respeita a ordenagdo de assuntos que tem sido
adoptada nos ultimos anos pelos docentes da disciplina de Mecénica dos Solidos da
Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto. Algumas das matérias aqui
expostas baseiam-se nas ligdes do Prof. Correia de Aradjo, que se encontram
compiladas no livro “Elasticidade e Plasticidade” (ver a Bibliografia). Os
apontamentos da disciplina de Fisica Il da autoria do Prof. Pinho de Miranda, bem
como alguns manuscritos dos Profs. Silva Matos e Antonio Arede, constituiram
também uma preciosa fonte de informacdo, que muito facilitou a preparagdo desta

publicagdo. A todos os meus agradecimentos.

Alvaro Azevedo

Dezembro de 1996
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SIMBOLOGIA

dv

- matriz de transformacao de coordenadas entre dois referenciais (transfor-
macao directa)

- elemento da matriz A4

- matriz de transformacao de coordenadas entre dois referenciais (transfor-
macgao inversa)

- cOrpo

- centro da circunferéncia de Mohr

- elemento do tensor de 4* ordem correspondente a lei de Hooke generalizada

- matriz 6 x 6 correspondente a lei de Hooke generalizada

- elementos da matriz 6 x 6 correspondente a lei de Hooke generalizada

- tensor das deformagdes

- elemento do tensor das deformacdes

- tensor do desvio das deformacodes

- elemento do tensor do desvio das deformagdes

- vector com as 6 componentes independentes do tensor das deforma-
coes (Cap. 4)

- componentes do vector d (Cap. 4)

- extensdo média

- elemento infinitesimal de superficie
- elemento infinitesimal de volume
- mddulo de elasticidade longitudinal ou modulo de Young

- versor correspondente ao eixo Xx,

- tensor de 1? ordem que caracteriza uma deformag¢ao homogénea (translacao)
- tensor de 2% ordem que caracteriza uma deformacao homogénea ( =0u, / ox j)
- forca genérica

- vector forca com componentes ( fis /s f3)



- componente do vector F segundo x,

N

!

- for¢as massicas ou de volume

3

f ¢ - forcas de superficie

G - modulo de elasticidade transversal ou modulo de distor¢ao
I - matriz identidade

I, - 1°invariante do tensor das tensdes ou das deformagdes

I, - 2°invariante do tensor das tensdes ou das deformagdes

I, - 3°invariante do tensor das tensdes ou das deformagdes

I, - circunferéncia de Mohr: polo irradiante das direc¢des

I, - circunferéncia de Mohr: polo irradiante das facetas

L - comprimento genérico

L - Lagrangeano

M - vector momento com componentes (ml,mz,m3)

m. - componente do vector M segundo X,

n - versor de uma direcgdo arbitraria com componentes (n1 N, ,n3)
n - versor normal a um elemento de superficie

n, - componente do versor 7 segundo x,

n, - versor da 1* direc¢ao principal de tensdo ou de deformagao

n, - versor da2® direcgdo principal de tensdo ou de deformagio
n, - versor da 3" direc¢do principal de tensdo ou de deformacao
n,, -versor normal a uma faceta octaédrica

oct
O - origem do referencial

P - ponto genérico de coordenadas (xl,x2 ,x3)
- vector posi¢ao do ponto P

- raio da circunferéncia de Mohr

- referencial (O,x1 ,X, ,x3)

thr &”v X

- superficie

At

- vector tensdo com componentes (tl,tz,t3)

f(ﬁ) - tensdo num ponto para uma faceta de normal 7



- tensdo num ponto para uma faceta de normal ¢,

- grandeza do vector

- grandeza do vector tensdo numa faceta octaédrica
- vector deslocamento com componentes (ul,uz,u3)
- componente do vector # segundo X,

- componente de translagdo do vector deslocamento

- componente de rotacao do vector deslocamento

- componente de deformacgao do vector deslocamento
- volume

- tensor rotacao

- elemento do tensor rotacao

- vector rotagdo com componentes (w1 W, w3)

- componente do vector w segundo x,
- angulo de rotagao (= H vT/H)

- ponto genérico de coordenadas ()cl,x2 ,x3)
- vector posi¢ao do ponto X

- eixo do referencial

- coordenada de um ponto segundo o €ixo x;

- angulo entre duas direc¢des

- estado plano de tensdo ou deformagao: angulo que define a 1* direc¢ao
principal

- estado plano de tensao ou deformagdo: angulo que define a 2* direc¢ao
principal

- deslocamento genérico

- elemento de superficie

- delta de Kronecker ou simbolo de Kronecker
- tensor alternante
- extensdo segundo o eixo x; (e.g., &=d;;)

- 1* extensdo principal



&y

81[[

()
Vi
Vi

7xy

/4
A
A

(2

o,

Oy
O
oy
oy
O

(o2

- 2% extensao principal

- 3% extensao principal

- estado plano de deformagdo: extensdo segundo x

- estado plano de deformagdo: extensdo segundo y

- estado plano de deformagdo: extensdo na direc¢do «
- valor proprio de um tensor de 2* ordem

- angulo entre os eixos &' e ¢, (Cap. 1)

- distor¢do entre os eixos x; € x; (y,=2d;

4> COM i# j)

- estado plano de deformagdo: distor¢ao entre as direc¢des x e y

- estado plano de deformagdo: distor¢ao entre as direcgdes o e a+90°

- multiplicador de Lagrange

- uma das constantes de Lamé (a outra ¢ o modulo de distor¢ao G)
- coeficiente de Poisson

- plano

- vector correspondente a componente normal da tensao

- componente normal da tensdo na faceta perpendicular ao eixo x,
(e.g., 03=13)
- grandeza da componente normal da tensio
- 1* tensdo principal
- 2% tensao principal
- 3% tensdo principal
- 1* tensdo principal do tensor do desvio das tensoes
- 2* tensdo principal do tensor do desvio das tensodes
- 3* tensdo principal do tensor do desvio das tensoes
- tensdo normal média
- tensdo normal numa faceta octaédrica
- estado plano de tensdo: tensao normal numa faceta perpendicular ao eixo x
- estado plano de tensao: tensdo normal numa faceta perpendicular ao eixo y
- angulo entre duas direc¢des

- tensor das tensoes



7. - elemento do tensor das tensoes 7
T - tensor do desvio das tensoes

7/ - elemento do tensor do desvio das tensdes

t,, - tensor hidrostatico ou isotropico

7 - vector correspondente a componente tangencial da tensdo

r - grandeza da componente tangencial da tensdo

7,, -tensdo tangencial numa faceta octaédrica

T - vector com as 6 componentes independentes do tensor das tensdes (Cap. 4)

7, - componentes do vector 7 (Cap. 4)

7., - estado plano de tensdo: tensdo tangencial numa faceta perpendicular ao eixo x

V - operador gradiente (ﬁ/ ox,,0/0x, ,0/ ﬁx3), também designado nabla






FEUP - Mecdnica dos Solidos - 1996 Alvaro Azevedo 1.1

1 - INTRODUCAO AO CALCULO TENSORIAL

Neste capitulo sdo apresentadas algumas nogdes sobre o calculo tensorial, de modo a
facilitar mais adiante a dedu¢do de algumas expressdes fundamentais da Mecanica dos
Solidos.

1.1 - Notac¢ao indicial

A principal vantagem da utilizacdo da notacdo indicial ¢ a de permitir a dedugdo de

expressdes complexas utilizando uma notagdo compacta. Considere-se a seguinte

—

equacao que relaciona as grandezas vectoriais @, b e C.
c=d+b (1.1)

Uma vez que

5=(a1,a2,a3) (1.2)
b=(b,.b,.0,) (1.3)
Ez(cl,cz,q) (1.4)

verificam-se as seguintes relacdes entre as respectivas componentes

¢, =a,+b, (1.5)
¢, =a,+b, (1.6)
c;=a,+b, (1.7)

As equagdes (1.5)-(1.7) relacionam as componentes dos vectores segundo cada um
dos eixos coordenados xi, x; € x3. Em vez de escrever estas trés equagdes poder-se-ia

recorrer a um indice i € escrever apenas
¢=a,+b, (i=1,..3) (1.8)

Em (1.8) pode-se omitir a expressdo entre parénteses porque se subentende que o

indice i pode adoptar os valores 1, 2 ou 3. Partindo de (1.8) chega-se as equagdes
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originais (1.5)-(1.7) efectuando uma permutacdo ciclica dos indices, i.e.,
atribuindo-lhes sucessivamente os valores 1, 2 ¢ 3. Recorrendo a utilizagdo de indices,
consegue-se, na generalidade dos casos, manipular expressdes de um modo mais

compacto. A notacdo indicial ¢ também designada notacdo tensorial, devido ao facto

de ser utilizada no célculo tensorial, que serd em seguida apresentado. Nalguma

bibliografia esta notagdo ¢ designada notacdo de Einstein, por ter sido muito utilizada

por este fisico.

1.2 - Definicao de tensor

Um tensor ¢ um conjunto de grandezas fisicas definidas em relagdo a eixos
coordenados (e.g., deslocamento de um ponto no espaco). O conjunto de grandezas
fisicas que constitui o tensor apresenta algumas caracteristicas independentes do
referencial, que por esse motivo se designam invariantes (e.g., grandeza de um
deslocamento no espaco). A nocdo de tensor pode ser generalizada a situagdes mais
complexas e abstractas, que serdo adiante apresentadas. Quando um tensor se encontra

definido num sistema de eixos ortonormado ¢ designado tensor cartesiano. Na

disciplina de Mecanica dos Soélidos todos os tensores sdo cartesianos, sendo de aqui
em diante designados apenas tensores. Na Fig. 1.1 encontra-se representado um
sistema de eixos ortonormado, bem como os versores desses eixos. (Notas: um versor
¢ um vector de norma unitaria; um referencial ¢ ortonormado quando os seus eixos
sdo perpendiculares entre si e a escala segundo cada um dos eixos ¢ comum a todos os

eixos e apresenta como unidade a grandeza dos versores).

X3

Figura 1.1 - Sistema de eixos ortonormado e respectivos versores.

Em certos casos particulares a notagdo matricial pode apresentar vantagens em relacdo
a indicial, por exemplo, para eliminar ambiguidades ou para aumentar a clareza da

exposi¢do. Sempre que tal se verificar, deve-se recorrer a notagdo matricial.
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1.3 - Transformacgao linear de coordenadas

Na Fig. 1.2 encontram-se representados os referenciais ortonormados S e §', sendo o
primeiro constituido pelos eixos xj, x; € x3 € 0 segundo pelos eixos x;', x;' € x3'. Ambos
os referenciais tém como origem comum o ponto O e sdo directos. (Nota: um

referencial ¢ directo quando ao rodar o semi-eixo x; positivo em torno de xs,

aproximando-o de x, positivo, um saca-rolhas avangaria segundo x3; positivo). Na
disciplina de Mecanica dos Soélidos apenas serdo considerados referenciais

ortonormados directos.

Referencial S = (O, x4, X3, X3) \

Referencial S' = (0, x{, X»', X3")

/ X2

’
’
’
’
/ '
g Xl

Figura 1.2 - Referenciais S e S' e respectivos versores.

O referencial S ¢ definido pelos versores é;, é; e é3, € o referencial §' pelos versores
é1', &' e é;3'. Quando um referencial ¢ ortonormado ¢ directo, atendendo a definicao de
produto vectorial ( x ) verifica-se o seguinte

e, =e xe, (1.9)

ol=é/xe] (1.10)
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Na Fig. 1.2, P ¢ um ponto genérico ¢ p € o respectivo vector posi¢do. Projectando p

sobre cada um dos eixos xj, x; € x3 obtém-se as suas componentes no referencial S,

que se designam xj, x; € x3. Assim, tem-se

ﬁ:(xl,xz,x3)s (1.11)
ou

D=Xx,6+Xx,6+x,¢6, (1.12)

Os valores de xj, x, e x3 sd@o as coordenadas do ponto P no referencial S.

Relativamente a §' tem-se

p=(xx5.x1), (1.13)
ou

p=x/é/+x;é+x}é; (1.14)
sendo x', x,' € x3' as coordenadas do ponto P em §'.

Na Fig. 1.3 encontra-se representado um vector ¢ e uma direc¢do definida pelo
versor 7. Quer o vector, quer o versor, podem ter uma orientagdo qualquer no espago

a trés dimensoes.

Figura 1.3 - Projec¢do de um vector sobre uma recta.

A projec¢do do vector a sobre a direc¢do definida pelo versor 7 corresponde ao
produto escalar a|n, porque
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5|ﬁ=”5””ﬁ” cosa:HdH cosa =b (1.15)

Notas:

e no calculo da projecgdo de a sobre 7, o sinal do angulo a ¢ irrelevante porque
cos(a) = cos(— a) ;

e quando « € ] 90°,180° ] , b apresenta sinal negativo.

Regressando a Fig. 1.2 e atendendo a (1.15), verifica-se que as coordenadas do
ponto P no referencial S, i.e., as projeccdes de p sobre os eixos do referencial S, sdo

dadas por
x,=plé, (1.16)
X, =plé, (1.17)
x;=ple, (1.18)

De um modo semelhante tém-se as seguintes expressdes para as coordenadas do

ponto P no referencial S'.

x{:ﬁ|é{ (119)
x,=plé; (120)
x;=plé; (121)

Substituindo (1.12) em (1.19)-(1.21), tem-se

xl’z(x1 e +x, é2+x3é3)|é1' (1.22)
X=(x, 8 +x,8,+x,6) & (1.23)
0= 8 +x,8,+x,8) & (1.24)

Atendendo a propriedade distributiva do produto escalar em relacao a soma vectorial,

tem-se
X/ =x6lé +x,ele +x,ele (1.25)
X)=X,66 +Xx,86, e +x,6é (1.26)

xXj=x, € lé;+x,é e +x,élé; (1.27)
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Atendendo a propriedade comutativa do produto escalar, verifica-se facilmente que as

equacdes (1.25)-(1.27) sdo equivalentes a seguinte expressao matricial

x| elle, elle, ele || x
xy|=|éle ele, éle||x (1.28)
X3 eille, ejle, eile || x,
ou
x'=Ax (1.29)

sendo A a seguinte matriz 3 x 3

éle elle, éfle
fl: ele ele, elé (1.30)

éle efle, el

A matriz A4, definida em (1.30), ¢ designada matriz de transformacdo de S em §'. Se a

matriz 4 for conhecida, recorrendo a (1.29) ¢ possivel converter as coordenadas de

um ponto do referencial S para o referencial S'. Esta transformagdo de coordenadas ¢

designada transformacdo directa.

Se em vez de se ter efectuado a substituicdo de (1.12) em (1.19)-(1.21) se tivesse
substituido (1.14) em (1.16)-(1.18), obter-se-iam as seguintes expressdes para as

coordenadas de P no referencial S

x=(xje+xei+x18)) | &, (1.31)
x=(x e+ xs el +x8)) |6, (1.32)
x=(xé+x18+x18) &, (1.33)

Tal como no caso anterior, tem-se

x,=x/é|e +x)elée +x;éjle (1.34)
x,=x/é/|e, +x; e e, +x;e;le, (1.35)
x,=xé/|e, +x} e e, +xj} ;e (1.36)

€ matricialmente
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X elle, ele eile || x|
X, |=|éle, ele, éle || x; (1.37)
X3 elle; ele; eile || x;

x=BXx' (1.38)

com
éI’ |é1 éZ, |é1 é; |él
B=lélle, ele, éle (1.39)
é1,|é3 éZ’ |é3 é3' |é3
Com a expressao (1.37) ou (1.38) fica definida a transformagao de coordenadas de §'

em S, que se designa transformacgdo inversa.

1.4 - Ortogonalidade

Atendendo a (1.29) e (1.38) verifica-se simultaneamente

Ay (1.40)
x=Bx (1.41)

Substituindo (1.41) em (1.40) resulta

x'=ABx (1.42)

Uma vez que x’ ¢ um vector qualquer, de (1.42) conclui-se que
AB=1 (1.43)

sendo / a matriz identidade. Multiplicando ambos os membros de (1.43) pela inversa

da matriz 4, resulta
B=A" (1.44)

Observando (1.30) e (1.39), constata-se que

B=A" (1.45)
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De (1.44) e (1.45) conclui-se que

At =4" (1.46)
Assim se conclui que a matriz de transformagdo ¢ ortogonal. (Nota: uma matriz ¢
ortogonal quando a sua inversa coincide com a sua transposta).
Substituindo (1.45) em (1.41), chega-se a

x=A" x' (1.47)

que constitui uma expressao alternativa para a defini¢do da transformacao inversa.

1.5 - Significado dos elementos da matriz de transformacao

O elemento genérico da matriz de transformagdo A designa-se q;. Atendendo

a (1.30), a sua expressao € a seguinte

a,=¢e, (1.48)

ij

Em q; o indice i representa a linha de 4 e o indice j a coluna. Os indices i e j podem
adoptar os valores 1, 2 ou 3.

Considerando, por exemplo, i=2 e j=3, tem-se (ver Fig. 1.4)

ay;=¢; e (1.49)

ay=|é] | ] cos(é).é,) (1.50)

Uma vez que as normas dos versores sao unitarias, resulta
_ A A
a23—cos(e2,e3) (1.51)
Designando por 3 o angulo formado pelos versores é;' e €3 (ver Fig. 1.4), tem-se

a23:005(723) (1.52)

Nota: o sinal de y»3 € irrelevante porque cos(;/23)=cos(— ;/23).
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/
Za

Figura 1.4 - Definicdo do angulo 7, .

Generalizando estas consideragdes, conclui-se que os elementos da matriz de
transformacdo A4 sdo cosenos de angulos entre os semi-eixos positivos dos

referenciais S e §'. Estes angulos podem ser sempre definidos no intervalo [0,180°] )

cos(y,,) cos(y,,) cos(¥,3)
A =|cos(y,) cos(y,) cos(yy) (1.53)
cos(73) cos(ys,) cos(ys;)

aij:cos(}/ij) (1.54)

Exceptuando alguns casos particulares (e.g., referenciais S e ' coincidentes), o angulo
entre &' e é; ¢ diferente do angulo entre é;' e é, (ver Fig. 1.4). Assim, tem-se
cos(723)¢cos(732) e, atendendo a (1.54), ay#a;,. Conclui-se assim que,

exceptuando casos particulares, a matriz de transformag¢ao A4 nao ¢ simétrica.

De acordo com (1.30), considere-se que cada linha da matriz 4 constitui um vector

[é{lél é1'|é2 é1'|é3]
A=|(éle,  é&le,  élé,) (1.55)

e, élle, éle, )
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Atendendo a Fig. 1.3 e a (1.15), constata-se que a primeira linha da matriz 4 ¢

constituida pelas projeccdes do versor é;' sobre os versores dos eixos do referencial S

(é1, é; e é3). Tratam-se assim das componentes do versor é;' em S. De um modo
semelhante, verifica-se que a segunda linha e a terceira linha da matriz 4 sdo

constituidas pelas componentes de é&;' e é;' no referencial S.

Conclui-se assim que as linhas da matriz de transformagdo A sdo constituidas pelas

componentes dos versores de S’ no referencial S.

Se num determinado problema os versores de S' forem os seguintes

é/=(a,b,c), (1.56)
& =(d.e.f), (1.57)
& =(g,h.i), (1.58)

a matriz de transformagdo A pode escrever-se imediatamente como sendo

@ o

A=|[d e f (1.59)

oQ
Ny

1.6 - Indices livres e indices mudos

As coordenadas de um ponto no referencial §' podem ser obtidas a partir das suas

coordenadas no referencial S recorrendo a equacdo matricial (1.29). Atendendo
a (1.28) e designando por a; o elemento genérico da matriz A, pode escrever-se

X ay 4 4z || X
! —

Xy | =[Gy Gy Ay || X% (1.60)
[

X3 3 Gz Ay || X

Desenvolvendo o produto matricial em (1.60) chega-se a
X =a,, X, +a,x,+a,;Xx, (1.61)

Xy =y X, + 0y Xy 0y X, (1.62)
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X = Ay X, + A3, X, + 033 X,y (1.63)

De acordo com a notagdo indicial apresentada na Seccdo 1.1, pode-se recorrer a um

indice i e escrever de um modo mais compacto

X/ =a, x +a,x,+a;Xx, (1.64)

Esta equacdo ¢ valida para i=1, i=2 ou i=3. A seguinte equacdo ¢ equivalente a (1.64).
3
x = Zai/. X; (1.65)

Em notagdo indicial o simbolo Z ¢ suprimido, resultando

X =a;x; (1.66)

Nota: a notacdo indicial tornou as equagdes (1.61)-(1.63) mais compactas.

Em (1.66), i ¢ um indice livre e j ¢ um indice mudo. As suas caracteristicas sdo as

seguintes:

- aparece uma vez em cada mondmio
Indice livre | - pode adoptar os valores 1, 2 ou 3

- figura em todos 0s monomios

- aparece duas vezes no mondémio

Indice mudo | - pode ndo figurar em todos os monomios

- implica a existéncia de um somatorio de 1 a 3 ao nivel do mondémio

Notas:
¢ nenhum indice pode aparecer mais do que duas vezes num mondmio
e qualquer indice mudo pode ser substituido por outra letra que nao figure no
mondmio. Como exemplo, apresentam-se as duas seguintes expressoes que sao
equivalentes: x/=a;x, < x/=a,x,
e qualquer indice livre pode ser substituido por outra letra que ndo figure na
expressdo. Por exemplo:  x/ =a,x, < x, =a, x;

e num mondmio a ordem dos factores € arbitraria: x/ =a;x; < x/=x;a;
Para clarificar as caracteristicas dos dois tipos de indices, apresenta-se a seguinte
equacao

€ € = 0,0, =80, (1.67)

ijk © pjk i
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Em todos 0os monomios de (1.67), i e p sdo indices livres. No primeiro membro, j € k&
sdo indices mudos. Em ambos 0os monémios do segundo membro, j ¢ um indice mudo.
Substituindo p por ¢ em todos os mondmios obtém-se a seguinte equagdo, que €

equivalente a (1.67)

Sijk

€ =90,8;-8;8 (1.68)

Jt

Substituindo j por » no ultimo mondémio, obtém-se uma nova equacao que &

equivalente as anteriores

Sijk

€ =9,8,-8,8 (1.69)

rt

1.7 - Ortogonalidade em notacao indicial

Considere-se que P, Q e R sdo matrizes 3 x 3 arbitrarias, cujos elementos genéricos

sdo0 p;, q, ¢ r; respectivamente. Atendendo as caracteristicas da notagdo matricial e

da notacdo indicial, verifica-se a seguinte equivaléncia
PO=R < pyq,; =1, (1.70)

Nota: a repeticao do indice j no monomio implica a existéncia de um somatdrio de j=1
até 3.

Pelos mesmos motivos, verifica-se também a seguinte equivaléncia

{)QT:]S < Py =T (1.71)

Nota: em notacdo indicial, a transposi¢cao de uma matriz corresponde a troca da ordem

dos seus dois indices.

Considere-se agora a matriz de transformacdo A4 definida na Sec¢do 1.3. Da

substituicdo de (1.45) em (1.43) conclui-se que

AA" =1 (1.72)

ou
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0 0
10 (1.73)
0 1

Atendendo a (1.71), em notagdo indicial (1.72) e (1.73) correspondem a

a; a; =6 (1.74)

Nesta equagdo, o, ¢ o delta de Kronecker, que apresenta as seguintes propriedades:

quando i=k, J,=1; quando i#k, 0, =0. Estas caracteristicas fazem com que o
delta de Kronecker corresponda a matriz identidade 7 .

Multiplicando ambos os membros de (1.72) por 4" resulta
A"4 A"=4" (1.75)

Concluindo-se que

A"A=1 (1.76)

Em notagdo indicial (1.76) corresponde a

a,a, =0, (1.77)

ji %k
As equagdes (1.74) e (1.77) exprimem a ortogonalidade da matriz de transformaciao A

em notacao indicial.

1.8 - Tensor de ordem n

De acordo com o que foi exposto nas Secgdes 1.3 e 1.6, as componentes de um vector

p no referencial §' podem ser calculadas com a expressdo (1.66), em que intervém as
componentes de p no referencial S e a matriz de transformagéo A.

x'=a.x. (1.78)

Considere-se agora um vector v =(v1,v2,v3), ao qual corresponde um conjunto de

grandezas fisicas no espaco a trés dimensdes. Se a respectiva lei de transformacao for

vi=a. v, (1.79)
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passa a designar-se v por tensor de primeira ordem.

Notas:

e 0 tensor v possui 3! = 3 componentes;
e ¢ necessario que a lei de transformacgado (1.79) seja valida para que v seja um

tensor.

Generalizando estes conceitos, chega-se a lei de transformagdo de um tensor de

segunda ordem, que ¢ a seguinte

wo=a.a. w, (1.80)

Pq proq oy

Notas:

¢ no segundo membro de (1.80) estd implicito um duplo somatoério em i e em j;
e tal como em (1.79), os indices i e j podem adoptar os valores 1, 2 ou 3;

e 0 tensor w possui 32 = 9 componentes.

No caso mais geral, a lei de transformagao de um tensor de ordem # ¢ a seguinte

qur---:apiaqjark.“vvijk--- (181)

Notas:

e em w e em w' figuram » indices;
¢ no segundo membro de (1.81), a matriz de transformagdo A figura n vezes;

e 0 tensor w possui 3” componentes.

Considerando o caso do tensor de ordem » com um valor de » nulo, tem-se o caso do

tensor de ordem zero, cuja lei de transformacgao ¢ a seguinte

w=w (1.82)

Notas:

¢ no tensor w que figura em (1.82), existem zero indices;
¢ a matriz de transformacdo A aparece zero vezes;

e w ¢ um escalar, i.e., ndo apresenta componentes segundo os eixos coordenados;
¢ a equacdo (1.82) revela que o tensor w apresenta 0 mesmo valor em S e em §',
sendo portanto independente do referencial. Assim se conclui que um tensor de

ordem zero € um invariante.
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1.9 - Lei de transformacio em notacao matricial

As leis de transformag¢do dos tensores de primeira ¢ de segunda ordem podem ser
expressas em notacdo matricial. No caso do tensor de primeira ordem, a lei de

transformagao definida em (1.79)

vi=a.v. (1.83)

corresponde a seguinte equagdo matricial, ja referida nas Secgdes 1.3 e 1.6 (ver (1.29)
e (1.66))

vi=Av (1.84)

No caso do tensor de segunda ordem, cuja lei de transformacao se encontra definida

em (1.80), pode-se efectuar uma troca de factores e escrever

W, =a,w;a, (1.85)

A expressao que figura no segundo membro de (1.85) corresponde a um duplo
somatorio, que pode ser explicitado do seguinte modo
3 3
w, = z 2 Ay Wy dy (1.86)

i=l j=1

A seguinte equac¢dao matricial, que ¢ equivalente a (1.86), corresponde a uma

representacao alternativa da lei de transformacao de um tensor de segunda ordem.

w = AwA" (1.87)

Nesta expressdo 4, w e w' sdo matrizes 3x 3.

1.10 - Operacoes com tensores

Nesta sec¢ao sao apresentadas algumas operagdes envolvendo tensores. Nalguns casos
demonstra-se que o resultado da operagdo continua a ser um tensor, i.e., respeita a lei

de transformagdo tensorial, cuja expressao genérica ¢ (1.81).
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1.10.1 - Adicao

Considerem-se dois tensores de segunda ordem designados u, ¢ v;. Uma vez que se

tratam de tensores, a lei de transformagao (1.80) ¢ valida para cada um deles

u' =a.a. u. (1.88)

vi.o=a,a,v, (1.89)
Em S, a soma de u, com v, designa-se w , sendo

Wy =y +V (1.90)
Em §' tem-se

Wi =it +V; (1.91)

Uma vez que i e j sdo indices livres, podem ser substituidos por outra letra que nao

figure na expressao, podendo escrever-se
wh,=u, +v, (1.92)
Substituindo (1.88) ¢ (1.89) em (1.92), obtém-se

r—
W, =a,a,u,+a,a, v, (1.93)

Pq

w,=a, aq/(ul.j+vij) (1.94)

Atendendo a (1.90), resulta
w o o=a a, w, (1.95)
A equacao (1.95) mostra que o resultado da soma tensorial ¢ transformado de S para '

recorrendo a lei de transformacao de tensores de segunda ordem. Assim se conclui que

da operacao de adi¢ao de tensores resulta um tensor.

Nota: de um modo semelhante seria possivel chegar a mesma conclusao para o caso

dos tensores de ordem 7.
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1.10.2 - Produto

Considerem-se os tensores u, (segunda ordem) e v, (primeira ordem). Uma vez que

se tratam de tensores, sdo validas as leis de transformacao (1.79) e (1.80)

u' =a.a u. (1.96)
vVi=a,v, (1.97)
Em S, o produto de u; por v, designa-se wy, , sendo definido do seguinte modo

Wy =U. v, (1.98)

ik — %
Em S tem-se

woo=ul v (1.99)

Nota: em (1.98) e (1.99) ndo estd implicito qualquer somatdrio porque ndo existem

monomios com indices repetidos.

Substituindo (1.96) e (1.97) em (1.99) resulta

4 —
W = A, Ay Gy Uy Vy (1.100)

Substituindo (1.98) em (1.100) chega-se a

! —
qur - api aqj a,; Wijk

(1.101)

Uma vez que (1.101) corresponde a lei de transforma¢do de um tensor de terceira
ordem, conclui-se assim que o resultado do produto entre um tensor de segunda ordem

e um tensor de primeira ordem ¢ um tensor de terceira ordem.

Nota: de um modo semelhante poder-se-ia concluir que do produto de um tensor de

ordem m por um tensor de ordem # resulta um tensor de ordem m+n .

1.10.3 - Contraccao

Efectuar a contraccdo de uma expressdo tensorial consiste em igualar dois indices
livres em todos os monomios. Este par de indices livres passa a constituir um par de

indices mudos. Por exemplo, a contrac¢do dos indices i e j corresponde a substitui¢dao
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do indice j pelo indice i ou, em alternativa, a substituicdo do indice i pelo indice j.

Esquematicamente tem-se

ij —> ii (1.102)

ou
ii— jj (1.103)

Considere-se por exemplo 0 monémio wj, . A contrac¢do de j e k corresponde a

efectuar a seguinte substitui¢do

wyk contrac¢ao lej ‘/Vzll + Wl 22 + Wz33

dejek (1.104)

(3"‘ ordem) (1“ ordem)

Da contraccao de um tensor de terceira ordem resultou um tensor de primeira ordem.
E possivel demonstrar que da contraccao de um tensor de ordem 7 resulta um tensor

de ordem n—2.

Quando a contracgdo ¢ aplicada a uma equagdo tensorial, tem de se aplicar a mesma
contrac¢do a todos os monomios. Apresenta-se como exemplo a seguinte equacao

tensorial

Eik Epgp = Opp 0jg =03 0 (1.105)
ApoOs a contracgdo dos indices j € ¢, 1.e., apds a substituicao de g por j em todos os

monomios, resulta

Eip Epp = 0)p 0= 05 0, (1.106)
Se a equacao (1.105) for verdadeira, entdo a equagdo (1.106) também ¢ verdadeira,

porque resulta de uma operagao de contracgao.

1.10.4 - Produto contraido

O produto contraido consiste no produto de dois tensores seguido de uma ou mais
contracgdes. Atendendo as caracteristicas do produto e da contrac¢do, atras referidas,

conclui-se facilmente que a ordem do produto de dois tensores de ordem p e g seguido
de n contracgdes ¢ p+qg—2n. Apresenta-se em seguida um exemplo, que
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corresponde ao produto de dois tensores de segunda ordem seguido de duas

contraccoes.
dik v )2l = Wikpj contrac¢ao ; ‘/Vzkkj contrac¢ao M)ikki
dekep deiej (1 107)
(2"‘ ordem) (2"‘ ordem) (4"‘ ordem) (2“ ordem) (ordem zero

1.10.5 - Derivacao

Esta operacdo consiste na derivagdao das componentes de um tensor de ordem n em

ordem as variaveis do sistema (x,, x,, x;), resultando um tensor de ordem n+1.

Considere-se o seguinte exemplo que corresponde a derivacdo de um tensor de
segunda ordem

a

W,-j " derivagio > é’xk - Wik (1.108)

(2"‘ ordem) (3"‘ ordem)

Neste exemplo, a derivagao de um tensor de segunda ordem deu origem a um tensor
de terceira ordem. (Nota: a representagdao da derivada com uma virgula consiste numa

alternativa mais compacta do que a notagao tradicional.)

1.11 - Tensores notaveis

Apresentam-se em seguida dois tensores que possuem caracteristicas particulares e

que sao muito utilizados em equagdes tensoriais.

1.11.1 - Delta de Kronecker

O delta de Kronecker (5, ), que também ¢ por vezes designado simbolo de Kronecker,

foi ja referido na Seccao 1.7. As suas caracteristicas sao as seguintes

5 - I,quandoi=j (1.109)
710, quando i # j '



1.20

Atribuindo aos indices livres i e j os valores 1, 2 ou 3, obtém-se a seguinte

matriz 3x3

= [ (matriz identidade) (1.110)

S,
Il
S O
S = O
- O O

Aplicando a lei de transformacdo de tensores de segunda ordem (1.80) ao delta de
Kronecker (J, ) resulta

S8, =a,a,s, (1.111)

Atendendo as caracteristicas de J,, a equagdo (1.111) pode ser simplificada,

g

resultando

Opy = @iy (1.112)
Devido a ortogonalidade da matriz de transformacao (ver (1.74) ), o segundo membro
de (1.112) corresponde ao delta de Kronecker, chegando-se assim a seguinte

conclusdo

S, =35, (1.113)

q

Esta equacdo indica que as componentes do delta de Kronecker apresentam o mesmo
valor em S e em §'. Assim se conclui que o delta de Kronecker ¢ um tensor invariante

ou isotrdpico, porque ¢ independente do referencial.

1.11.2 - Tensor alternante

As caracteristicas que definem o tensor alternante (g, ) sdo as seguintes

0, quando dois quaisquer indices forem iguais
& =1 L quando os indices ijk estiverem por ordem circular directa  (1.114)

—1, quando os indices ijk estiverem por ordem circular inversa

Na Fig. 1.5 ¢ indicado o significado de ordem circular directa e ordem circular

inversa.
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3 123

Ordem circular directa / \ 231
1 2 312

3 321

Ordem circular inversa / \ 213
1 ) 132

Figura 1.5 - Ordem circular directa ¢ ordem circular inversa.

O tensor alternante ¢, ¢ de terceira ordem, apresentando um niimero de componentes

igual a27 (3" = 3° = 27). Atendendo a sua definicio (1.114), verifica-se que trés

componentes sao unitarias, outras trés sao iguais a -1 e as restantes 21 sdo nulas.

Eipy = Ex31 = &p =1
Epi = &3 = &3 =1 (L.115)

Restantes 21 componentes sao nulas

E possivel demonstrar que o tensor alternante ¢ um tensor de terceira ordem invariante

ou isotropico.

1.12 - Operadores tensoriais

Os operadores gradiente, divergéncia e rotacional sdo em seguida apresentados, quer
em notacao matricial, quer em notacao indicial. Qualquer um deles pode ser definido

com recurso ao seguinte operador

V_(iﬁﬁj (1.116)
-\ ox,” dx, Ox, '
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1.12.1 - Gradiente

Considere-se o seguinte campo escalar
u= u(x1 ,X, ,x3)

O gradiente de u define-se do seguinte modo

Ju Ju é’uj

_)d :V = _’_9_
srac i =u (é’xl ox, Ox,

Em notagdo indicial a representacao do gradiente de u ¢
ou
ox,

ou, de um modo mais compacto

u .

1
5

correspondendo esta expressao a um tensor de primeira ordem.

1.12.2 - Divergéncia

Considere-se o seguinte campo vectorial

—

V= (v1 (xl,xz,x3),v2 (xl,)c2 ,)c3),v3 (xl,xz,x3))

A divergéncia de v ¢ um escalar definido do seguinte modo

ov, Ov, Ov,
+ +
ox, Ox, Ox,

divv = V| =

Em notagdo indicial a representacdo da divergéncia de v ¢é

diviev oy =%
wy = ivi_é’xi

ou, de um modo mais compacto

divv =v, .

(1.117)

(1.118)

(1.119)

(1.120)

(1.121)

(1.122)

(1.123)

(1.124)
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Notas:

ecm (1.123) e (1.124), a presenca de indices repetidos num mondmio implica a

existéncia de um somatorio de 1 a 3;
e V., corresponde ao produto contraido de V, por v ;

e v, resulta da derivagdo de v, seguida de contrac¢@o.

1.12.3 - Rotacional

O rotacional do campo vectorial v define-se do seguinte modo

o= (51/3 ov, dv, vy Ov, ﬁvlj (1.125)
oy = ox, Ox, Ox, Ox, Ox, Ox, '
ou
> ov, é’vzj . (é’vl é’v3j . (é’vz é’vlj .
tv = - + - + - 1.126
oty (é’xz ox, “ ox; Ox, “ ox, Ox, % ( )
O rotacional pode também ser definido como o seguinte produto vectorial
e & &
sievai= L 2 2 (1.127)
=VAV = .
rory ox, Jx, OJx,
Vi v, V3
Em notagdo tensorial tem-se
rot v = &, v, , (1.128)

Nesta expressdo ¢, € o tensor alternante. Desenvolvendo os somatdrios em j ¢ k, €

atendendo as caracteristicas de ¢, chega-se a expresséo (1.126).

1.13 - Simetria e antissimetria tensorial

Este assunto apenas ¢ abordado para o caso dos tensores de segunda ordem.

Um tensor de segunda ordem ¢ simétrico quando
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wo=w, (1.129)

para todos os valores de i e j. Quando i = j, a igualdade verifica-se sempre. Assim,

um tensor de segunda ordem ¢ simétrico quando

W, =W, , Wy =W;, € Wy =W, (1.130)

Um tensor de segunda ordem ¢ antissimétrico quando

W, = —w, (1.131)

ij Ji

para todos os valores de i e j. Quando i = j, (1.131) s se verifica se o termo for nulo.

Por este motivo, um tensor de segunda ordem ¢ antissimétrico quando

Wi =Wy, =Wy, =0 (1.132)

Wo=—W, , Wy =—W;, € Wy, =—W; (1.133)

Qualquer tensor de segunda ordem pode ser substituido pela soma de um tensor
simétrico com um antissimétrico. Apresenta-se em seguida o respectivo modo de

decomposicao.

Considere-se um tensor de segunda ordem qualquer, designado d, . Este tensor pode

ser substituido pela adi¢do das suas metades

1
dl.jzad

1
,ﬁEd,-j

(1.134)

Somando e subtraindo metade do tensor transposto (d, ), chega-se uma equagao que ¢
sempre verdadeira

1 1 1 1
d; ZEdij—i-Edij+Edﬁ—Edﬁ (1.135)

Agrupando as parcelas do seguinte modo

! I
d, = E(arﬂarﬁ) +E(d4./—dﬂ.) (1.136)

simétrico antisimétrico

obtém-se a decomposi¢do pretendida.
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Para tornar mais evidentes as caracteristicas de (1.136), atribui-se a i e aj os valores 1,

2 ou 3, chegando-se a seguinte expressao

dy dy dy
dy dy dy|=
dy, dy  ds
(1.137)
dy+d, dy+d, ds+d, 1 dy—dy, dy—-d, d;-d
) dy+d, dy+dy, dy+d, +E dy—d,, dy-dy, dy-d,
dy+dyy dy,+dy dy+d, dy—dy dy—dyy dy—dy
que ¢ equivalente a
dy dy dy
dy dy dy|=
dy dy, dy
(1.138)
1 2d11 d12 +d21 d13 +d31 1 0 +(d12 _dZI) +(d13 _d31)
= E 2d22 d23 +d32 +5 _(dlz _dZI) 0 +(d23 _d32)
SIM. 2d,, —(dy—dy,) ~(dy—dy,) 0
ou
dy dy dy
dy dy dy|=
dy, dy  ds
dn _(dlz +d21) (d13 +d31)
= dzz E(dzz +d32) +
SIM. dy,
- { { -
0 E(dIZ _d21) E(dlz _d31)
1 1
+ _E(dlz _dZI) 0 5(6123 _d32)
1 1
_E(dIS_dSI) _E(d23_d32) 0 (1.139)
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2 - ESTADO DE TENSAO

Neste capitulo sdo descritas as caracteristicas do estado de tensdo a que um corpo pode
estar sujeito. Comega-se por apresentar o caso geral tridimensional, seguindo-se um

caso particular, que ¢ o do estado plano de tensao.

2.1 - Caso geral tridimensional

Nesta seccdo ¢ apresentado o caso geral tridimensional, i.e., o estado de tensdo ¢
caracterizado em pontos de um corpo que apresenta uma forma qualquer no espago a
trés dimensdes. Admite-se também que as forgas podem estar orientadas segundo uma

qualquer direc¢@o do espago.

2.1.1 - Consideracgdes gerais

Apresentam-se em seguida algumas definigdes e suposicdes.

. \ , . . o0
descontinua - caso real devido a natureza atdmica da matéria OOOOO
Matéria

continua - simplificacdo do problema

Ao supor a matéria continua, introduz-se uma simplificacdo, que na generalidade dos

casos nao introduz erros significativos.

nao homogéneo
Material

homogéneo

Diz-se que um material € homogéneo quando as suas propriedades nao variam de ponto
para ponto. Na generalidade dos casos, supde-se que o material que constitui o corpo ¢
homogéneo. No entanto, distintos materiais apresentam em geral propriedades
distintas. Se um determinado corpo for constituido por dois ou mais materiais

homogéneos, existe uma descontinuidade na transi¢ao entre os diversos materiais.
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anisotropo - caso geral
Material

isotropo - caso particular
Material anisotropo - as suas propriedades variam com a direc¢@o considerada.

Material isotropo - as suas propriedades sdo independentes da direc¢ao.

plastico - caso geral
Material com comportamento | eldstico ndo linear - caso particular

elastico linear - caso particular

Para exemplificar estes trés tipos de comportamento num caso simples, considere-se
uma barra prismatica com uma extremidade fixa e com uma for¢a F aplicada na outra
extremidade (ver Fig. 2.1). A extremidade livre apresenta um deslocamento A . Nas
figuras 2.2, 2.3 e 2.4 apresentam-se os diagramas F —A para os trés tipos de

comportamento atras referidos.

Fig. 2.1 - Barra prismatica sujeita a uma forca F.

Comportamento plastico

- as deformagdes nao sao reversiveis.

- existem deformacoes residuais.

- arelacao forga-deslocamento ¢é nao linear.

Fig. 2.2 - Comportamento plastico.
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Comportamento elastico ndo linear

- as deformagdes sdo reversiveis.

- ndo existem deformagdes residuais.

- a relacdo for¢a-deslocamento € ndo linear.

Fig. 2.3 - Comportamento elastico ndo linear.

Comportamento elastico linear

- as deformagdes sdo reversivelis.

- nao existem deformagdes residuais.

- arelacao for¢a-deslocamento ¢ linear.

Fig. 2.4 - Comportamento elastico linear.
O comportamento de um corpo pode ainda ser classificado relativamente a ordem de
grandeza das deformagdes a que esté sujeito.
- materiais muito deformaveis (e.g., borracha)
Grandes deformagoes ou

- configuracdes muito deformaveis (e.g., lamina de aco)

Pequenas deformacdes - materiais muito rigidos com configuragdes pouco

deformaveis (e.g., paralelepipedo em aco)
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Exceptuando indicagdo em contrario, na disciplina de Mecanica dos Sdlidos apenas

serdo tratados problemas com as seguintes caracteristicas:
- material homogéneo
- material is6tropo
- material com comportamento eléstico linear

- pequenas deformagdes

2.1.2 - Estado de tensdo num ponto

Considere-se um corpo nas condi¢des indicadas na Fig. 2.5.

C- corpo qualquer
V- volume arbitrario do
corpo C, limitado pela

superficie de contacto S

P- ponto da superficie S

Fig. 2.5 - Corpo sujeito a for¢as massicas e de superficie.

f,, - forcas massicas aplicadas a V'

Forgas que actuam sobre um corpo

fs - forcas de superficie aplicadas a } através de S

Forcas massicas ou forcas de volume - exercem a sua ac¢ao sobre todos os elementos

infinitesimais de volume (e.g., forgas graviticas, forgas de inércia).

Forcas de superficie - actuam na superficie exterior do corpo (e.g., accao do vento,

pressao de um gas sobre a parede interior de uma caldeira).

Na Fig. 2.5 estdo ainda definidos os seguintes elementos

AS - elemento de superficie de S contendo o ponto P
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A - normal a A S dirigida para o exterior de S

AfS - forga exercida através de AS pela matéria exterior a V sobre a

matéria interior a V'

Defini¢do de tensdo no ponto P para uma faceta de normal 7 :

. Af dfy
tﬁ)‘ﬂ% AS dS

2.1)

+A fg - forca que o exterior a ¥ exerce sobre o interior a V.
—A fs - forca que o interior a V exerce sobre o exterior a V.
Trata-se do principio da igualdade da ac¢do e reaccdo de Newton.

Por este motivo, verifica-se que

fen =~ 1 (22)

2.1.3 - Tensor das tensoes

Na Fig. 2.6 estd representado um cubo cujas faces sdo paralelas aos planos

coordenados. As trés faces representadas na figura sdo aquelas cujo versor normal 7
coincide com ¢, ¢, ou é,. As faces do cubo sdo facetas infinitesimais que contém um
mesmo ponto P. Na Fig. 2.6 estd também representado o vector tensdo ;(é)

correspondente a cada uma das trés facetas.

X 3 % A
‘8, &
Y
@,)
.
(€)
A
63 N
T ;
o %
z T
X 4 81 32 X 5

Fig. 2.6 - Vector tensdo nas trés facetas paralelas aos planos coordenados.
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Cada um dos vectores tensdo representados na Fig. 2.6 possui trés componentes, i.e.,
£ =(t,,0,8,)=1,8,+1,, +1,,, sendo

—

fa) =76 a6 vl g,

lIiA)=tl(éz),é1+t£éz)'é2+t§éz).

€

(2.3)

Q>
W

—

) =15 4+48).5, 448).

SO

Em notagdo tensorial este conjunto de equacdes pode ser escrito de um modo mais

compacto

f=te (2.4)

Nesta equacdo, i ¢ um indice livre e j ¢ um indice mudo. A cada indice mudo esta
associado um somatorio de 1 a 3.

Considerando

7= l_gé") (2.5)
resulta

f(éi)zrg./ ‘e (2.6)

Nesta expressao, f( ) representa o vector tensdo numa faceta de normal ¢, .

€

Matricialmente:
t(el) W T Tiz|l@
t(éz) ST T 3| & (2.7)
t(e3) T3 T3 T3] |6

A matriz 3x3 cujos elementos sdo os 7; designa-se por tensor das tensoes. (Nota: a

demonstragcdo de que 7 ¢ um tensor serd apresentada mais adiante).

Na Fig. 2.7 encontram-se representadas as componentes do vector tensdo em cada uma

das trés facetas definidas na Fig. 2.6.
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X3
%33
(€)
= I
Tij t/
(e

Fig. 2.7 - Significado dos elementos do tensor das tensdes.

Nos elementos do tensor das tensdes ( 7;), o indice i estd associado a faceta e o indice j

estd associado 2 componente de 7 .

Os elementos do tensor das tensdes podem ser classificados do seguinte modo (ver
Fig. 2.7).

Tis s 33 - tensdes normais (valor positivo = trac¢do)

Tia> Ti3» To1s o35 7315 T3y - tensOes tangenciais

2.1.4 - Equacbes de equilibrio definido

Considere-se um ponto P cujo estado de tensdo ¢ caracterizado pelo tensor 7. Na

Fig. 2.8 encontra-se representado um tetraedro infinitesimal (OABC), cujas

caracteristicas sdo em seguida referidas.
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Fig. 2.8 - Tetraedro infinitesimal.

A face ABC ¢ uma faceta que apresenta uma orientagdo arbitraria definida pelo versor
n. As faces OAB, OAC e OBC sdo paralelas aos planos coordenados. O referencial
utilizado tem a origem coincidente com o ponto P. Uma vez que o tetraedro apresenta

dimensdes infinitesimais, no limite todas as suas faces contém o ponto P.

n - normal a face ABC

é,, é, e e, - versores normais as faces que sdo paralelas aos planos coordenados
f,, - forgas massicas
dV - volume do tetraedro

dS - érea do tridngulo ABC

dS, - area da face normal ao eixo x,

Equacdo de equilibrio segundo x;:
(5 aS)18 +(Z(_é]) dSJ B +(f(_éz) dSz) B +(?(_é3) dSJ 6 +(F,a)ie =0 (28)

Devido ao principio da igualdade da accdo e reaccdo de Newton (2.2), tem-se

[ =i (2.9)

Verifica-se também que
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dsS, =dS n, (2.10)
sendo n, a componente de 71 de ordem i.

O termo em que figura dV ¢ um infinitésimo de ordem superior, podendo ser

suprimido. Destas consideragdes resulta
(7 |él)dS—(f(él) | él) ds n, —(?(92) | él) ds n, —(Z(é}) | él) ds n, =0 (2.11)
Dividindo ambos os membros por dS resulta

fole=(iy 18)n =7, 18) (7 18, =0 (2.12)
A projeccao sobre o versor ¢, corresponde a primeira componente de cada vector

(D @)y —gle)y gl&)y o (2.13)
Uma vez que

A4 = (2.14)

J y
resulta
tl(ﬁ) =T, 0+ Ty N, + Ty 1, (2.15)

Recorrendo ao indice mudo j, pode-se escrever esta equacdo de um modo mais

compacto
(" =7 n (2.16)
| R ) A .
Desenvolvendo as equagdes de equilibrio segundo x, e x, chegar-se-ia a
(N =7.n (2.17)
2 T b2t .
£ =71.n (2.18)
3 T i3l .
Resumindo as trés ultimas equacdes numa Unica equagao tensorial, resulta
£ =7.n (2.19)
i iy .

Em notacao matricial escreve-se
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(i)
l T T T M
(7) |_
LUETh Tn Thl|lh (2.20)
(i)
L Tz Ty Ty || M
ou
- oA
=17 1 (2.21)

Esta expressao representa as equagdes de equilibrio definido.

Fica assim demonstrado que ¢ suficiente conhecer o tensor das tensdes 7 para poder

calcular a tensdo no ponto P para qualquer orientagdo de 7.

2.1.5 - Equacdes de equilibrio indefinido

Antes de iniciar a dedugdo das equagdes de equilibrio indefinido, apresenta-se a
expressdo correspondente ao teorema da divergéncia (ou teorema de Gauss).
Considere-se um campo vectorial F

F=(fi.f0r 1) (222)

As componentes de F' sdo fungdes de x,, x, € x;.

O teorema da divergéncia (ou teorema de Gauss) justifica a seguinte substituicdo de um

integral de volume por um integral de superficie

[divFav =] Fliads (2.23)
14 S

Substituindo F e 7 pelas suas componentes, obtém-se

j(@ﬂ+ﬁﬂ+ﬁﬂ

é’xl é’xz é’x3j av :v[ (f1,fz,f3)|(l’ll,l’l2,l’l3) ds (224)

Considere-se agora um volume arbitrario de um corpo, de acordo com a seguinte figura
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V- volume arbitrario de um corpo

dV - elemento infinitesimal de volume

S - superficie exterior do volume V/

dS - elemento infinitesimal de superficie

/., - forcas massicas

7 -normal a faceta dS

|

X 4 t(ﬁ) - tensdo na faceta dS
X
2

Fig. 2.9 - Volume V sujeito a forgas massicas e de superficie.

Equilibrio das forgas que actuam sobre o volume V' (projecgdes sobre x;, ):

l[(fde)lél]Jf{[(ﬁmdS)lél]:O (2.25)

[ (7. 18)av+[(7,1e)ds=0 (2.26)

vV

As projecgdes sobre ¢, correspondem as primeiras componentes de cada vector

[ fodv+[ePas=0 (2.27)
vV S

Atendendo as equagdes de equilibrio definido
[fondv+[z,n ds=0 (2.28)
v s

Nota: a repeti¢do do indice j implica um somatorio.

3
Representando z 7, n; como um produto escalar, obtém-se
j=r

Ifml dV+I (r11,2'21,r31) | (nl,nz,n3) as =0 (2.29)
vV S

Atendendo ao teorema da divergéncia (ou teorema de Gauss)
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[fnav+] (&“ 4O, 5731) dv =0 (2.30)
A v \dx,  Ix, Ox, '

j(f +é’T“+é’T21+&“j dv =0 (2.31)
" Ox, dx,  Ox, '

Uma vez que o volume seleccionado ¢ arbitrario, a fun¢do integranda tem de ser
sempre nula, resultando

ot, 0ty Oty
= 2.32
m* ox, " ox, i ox, 232)

Efectuando a projec¢do das forgas que actuam sobre o volume V sobre os eixos x,
e X, obter-se-iam as seguintes equagoes

ot ort ot
12 + 22 + 32

+ =0 2.33
S ox, Jx, Ox (2:33)
Oty Oty Oty
=0 2.34
S ¥ ox, " ox, i ox, 234)
Em notacao tensorial escreve-se
g
f,m-+—§x =0 (2.35)

Esta expressao representa as equagdes de equilibrio indefinido.

Considere-se agora um ponto X no espaco, cujas coordenadas sao x,, x, € x;.

ol —
\fz
X, fl X,

Fig. 2.10 - Ponto X e componentes da for¢a que nela actua.
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Neste ponto encontra-se aplicada uma forca F cujas componentes sdo fis e fs.

O vector posicao do ponto X ¢ designado X .

Verifica-se o seguinte

x, - distancia do ponto X ao plano (0 X, x3)
x, - distancia do ponto X ao plano (O x, x3)
x, - distancia do ponto X ao plano (0 X, xz)

Os momentos de F em torno dos diversos e€ixos sao

Momento em torno de x,: m, =f,x,— f, x,
Momento em tornode x,: m,=f x;— f; X,
my=f %= [ %,

Momento em torno de x,:
Nota: o sinal dos momentos respeita a regra do saca rolhas

Estes trés momentos sdo agrupados no vector M

M = (ml 1M, ams) = (f3 Xy, = foXg, fixs = [y X0, % — f xz) (2.36)
Atendendo a defini¢do de produto vectorial, verifica-se que
¢ & &
M=%xF=|x, x, x, (2.37)
Lo S
Considere-se agora o equilibrio de momentos do volume ¥ (ver Fig.s 2.9 ¢ 2.10)
[ 5x f,av+| 3xi, ds =0 (2.38)
Vv S
Destas trés equagdes de momentos, seleccione-se a primeira
(2.39)

J- (xz Sz — X3 fmz) dV+I (x2 tgﬁ) - X, téﬁ)) das=0
S

Vv

Em seguida vai-se proceder apenas ao desenvolvimento do integral de superficie

Atendendo as equagdes de equilibrio definido
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() _
Ly =Tph,;

1 =

Nota: a repeticao do indice j implica somatorio.

resulta para o integral de superficie

I(xzr/3n/ X3 T /)dS
S

I [xz (2'13 N+ Ty Ny + Toy 113)—x3 (le N+ 7y Ny + 75 n3)] ds
S

Reagrupando

I [(xz T3 — X3 T12)n1 +(x2 Ty3 = X3 Tzz)”z +(x2 T33— X3 Tzz)n3] ds
s

A fungdo integranda pode ser substituida por um produto escalar

I (xz Tz = X3 Typ s Xy Ty3 = X3 Ty 5 X T3z — Xy Tzz) | (”1 51, ,n3) ds
s

Atendendo ao teorema da divergéncia (ou teorema de Gauss)

o 7 o
Ox (xz T3 — X3 Z'12)‘*' ox, (xz T3 = X3 722)"' ox, (xz T33— X3 Z'32)}6”/
1

N —
T

ot ot
22 33

+x -X +Xx
*ox, P ox, 7 Ox,

= —_—
N
)
w
N
= | D
LS}
Q
B‘ﬁ

o

i (é’rn 0Ty é’TBj (é’rlz 01y, 0”@2)
x + - X, + +
ox,  Ox, Ox, ox, Ox, Ox,

= —_—

Retomando a equagdo de equilibrio de momentos, resulta

j(xzf —X, fop) AV +

é’xl x, Ox, ox, Jx, Ox

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

ot
— 1, — X, 32jdV(247)

+ 7, — QJ dv (2.48)

2.4
"'j o1, 51’23 0Ty, at, 0Ot, Oty B (2.49)
X, + - X, + + +7,,—7;, |dV =0
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Ot 0Ty Oty ot, 0Ot, Oty
Jy[xz(fmﬁ&q +§)62 +§x3 - X, f’”2+5x1 +§x2 +ax3 +7,,— 7y, |[dV =0
(2.50)

As expressdes entre parénteses curvos sao nulas (ver as equagdes de equilibrio

indefinido), resultando

[(en-7s)dv =0 (2.51)

14

Uma vez que o volume seleccionado ¢ arbitrario, a fungdo integranda tem de ser

sempre nula, resultando
Ty, — T3 =0 (2.52)
T3 =Tn (2.53)

Desenvolvendo o equilibrio de momentos do volume / em torno dos eixos x, € Xx;,

obter-se-iam as seguintes equagoes
Ty = Tp5 (2.54)
T, =Ty (2.55)
Em notagao tensorial pode-se escrever de um modo mais compacto
=T (2.56)

Esta conclusao constitui as equagdes de reciprocidade de Maxwell.

Conclui-se também que o tensor das tensdes € sempre simétrico. Por este motivo, sO

seis componentes do tensor das tensdes sdo independentes.

Atendendo a esta conclusdo, as expressoes atras deduzidas podem tomar a seguinte
forma:

Equacodes de equilibrio definido

tl.(ﬁ) =7, N (2.57)
(#)

4 Th T T ||

tén) = Tn Tyn||h (2.58)

£7 | SIM. s ||
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[py=1h (2.59)

Equacodes de equilibrio indefinido

é’rl.j

Joi ¥ =0 (2.60)
ﬁxj

Jui+75, =0 (2.61)

y 0T Ot Ol o (i123) (2.62)
" ox, Ox, Ox; T '

2.1.6 - Mudanca de referencial

Considere-se a transformagao directa entre dois referenciais S e S

x'=Ax (2.63)

e a respectiva transformagao inversa (ver Capitulo 1)

x=A4"x' (2.64)

Considere-se uma faceta cuja normal é o versor 7. A lei de transformagao inversa para

este versor ¢

A=A" (2.65)
O vector tensdo na faceta de normal 7 pode ser transformado do seguinte modo

{'= At (2.66)
Recorrendo as equacdes de equilibrio definido ¢ = fﬁ resulta

{'= A4 fﬁ (2.67)

Substituindo 7 de acordo com a lei de transformagao inversa resulta

f'=Ar A" ' (2.68)

No referencial S' as equagdes de equilibrio definido escrevem-se
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f'=7'R (2.69)

Comparando estas duas ultimas equagdes conclui-se que

r'=Ar A" (2.70)

Em notacao tensorial escreve-se

T, =a,a,71; (2.71)

Conclui-se assim que 7; ¢ um tensor de segunda ordem, porque respeita a lei de

transformacgao tensorial.

2.1.7 - Tensoes principais e invariantes do tensor das tensoes

Considere-se um estado de tensdo num ponto P. Na generalidade das facetas o vector
tensdo nao ¢ paralelo ao versor da faceta (ver caso A na Fig. 2.11). Contudo, € possivel
demonstrar que existe um namero finito de facetas em que a tensao ¢ paralela ao versor

n (ver caso B na Fig. 2.11).

e

y
L

Caso A Caso B

Fig. 2.11 - Vector tensdo num ponto P para uma faceta de normal 7 .

Para determinar quais sdo as facetas em que o vector tensdo é paralelo ao versor 7
recorre-se a seguinte equagdo em que 7 € o versor das facetas que se pretendem

determinar.

f(ﬁ) =on (2.72)
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Nesta equagdo, o ¢ um escalar cujo valor traduz a grandeza e o sentido do vector
tensdo. O modulo de o ¢ a grandeza do vector tensdo. Uma vez que o versor 71 esta
orientado para o exterior do corpo, a um o positivo corresponde uma tensao normal de
traccdo € a um o negativo corresponde, obviamente, uma tensdo normal de

compressao.

Recorrendo as equacdes de equilibrio definido f(ﬁ) =77 resulta
TA=0n (2.73)

Ou, matricialmente

Th T T || on
T, Ty, Inl||ln,|=|on, (2.74)
T3 T3 Ty | O N,

Th T Tl n
T, T, Tnl|lh|=0|n (2.75)
T3 T Ty |13 ny
ou
(711 O-) T T3 n 0
7 (rzz 0') Ths n, =10 (2.76)
73 T3 (733 -0 ) ny 0

Este sistema de trés equagdes a trés incdgnitas apresenta como solu¢do o seguinte

Versor
i=(n,.ny,m;)=(0,0,0) 2.77)

Esta solucdo trivial ndo caracteriza nenhuma faceta e nao respeita a seguinte condicao
de norma unitéria

All=nl+n+nl =1 (2.78)
4=+

ou

nl+n: +ni=1 (2.79)
1 2 3
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Para que o sistema de equacdes (2.76) possua outras solugdes, além da solugdo trivial,
¢ necessario que o seu determinante principal seja nulo. Uma vez que o ¢ também
uma incognita do problema, ¢ possivel calcular o seu valor de tal forma que resulte um
sistema de equagdes indeterminado, i.e., com multiplas solugdes. Entre esta infinidade
de solucdes, s6 serdo consideradas as que respeitam a condicdo de norma
unitaria (2.79).

Assim, os valores de o que respeitarem a seguinte condi¢do de determinante nulo sao
aqueles que conduzem a existéncia de solugcdes ndo nulas para o sistema de

equagoes (2.76)

(711 - O-) T T3
7, (rzz - 0') Ty, |=0 (2.80)
T3 T3 (733 - O-)

Desenvolvendo este determinante obtém-se a seguinte equagdo do terceiro grau que €

designada equacao caracteristica
o'-1,0°+1,0-1,=0 (2.81)

Nesta equagdo do terceiro grau, cuja incognita ¢ o , as expressdes de [,, I, € I, sdo

as seguintes

I =1,+7,+71; (2.82)
Ty Tosl | Tz Ty [T T2

I, = + + (2.83)
T Tyl | Tz Tul | T T2

Li=|7, 7y 7y (2.84)

As trés raizes da equagdo caracteristica (2.81) sdo as trés tensdes principais (o,, o, €
o, )- A cada tensdo principal corresponde uma faceta em que o vector tensdo €
paralelo ao versor 7. Estas trés facetas designam-se facetas principais ¢ as respectivas

normais sao as direcgdes principais de tensao.

J4

O calculo dos versores 7 que caracterizam as direcgdes principais ¢ efectuado do

seguinte modo:

- substituir o pelo valor de o, no sistema de equagdes (2.76).
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- acrescentar ao sistema de equacdes (2.76) a condi¢do de norma unitdria
(2.79), resultando um sistema de quatro equagdes a trés incognitas. A quarta

equacao € ndo linear.

- resolver este sistema de equacdes por substitui¢do. Existe a garantia de pelo

menos uma das equagdes ser dependente das restantes.

- a soluglo do sistema de equagdes ¢ um versor 71, que caracteriza a faceta

principal em que ocorre a tensdo o,

Este procedimento deve ser repetido com o, no lugar de o,, obtendo-se assim o
versor 71,,. Para que o conjunto de versores que definem as direcgdes principais de
tensdo constitua um referencial directo, o terceiro versor deve ser calculado com a
seguinte expressdo (Nota: a demonstragdo de que 7, ¢ perpendicular ao plano

definido por 7, e 7, sera apresentada mais adiante)
My =1y X1y (2.85)

O célculo das tensdes e direcgdes principais coincide com o calculo dos valores e

vectores proprios de uma matriz, sendo

c,,0,,0, -valorespropriosde 7,

A, Ry, Ry, - vectores proprios de 7,

Uma tensdo ¢ uma forca exercida sobre uma superficie infinitesimal com uma
determinada orientacdo. A tensdo em si ndo depende do sistema de eixos utilizado, mas
os valores das suas componentes modificam-se quando a tensdo passa a ser expressa
noutro referencial. Contudo, numa faceta principal, a grandeza de uma tensdo principal
e o seu sentido sdo independentes do referencial utilizado. Portanto, os valores das

tensdes principais sdo independentes do referencial. Devido ao facto de as raizes da
equacdo caracteristica (2.81) serem as tensoes principais, os valores de /,, I, e I; tém

de ser também independentes do referencial. Por este motivo, /,, I, e I, designam-se
invariantes do tensor das tensdes e o seu valor ndo se modifica quando o tensor das

tensdes passa a estar definido num outro referencial.
Apresenta-se em seguida a demonstragdo da seguinte afirmagao:

- Quando duas tensdes principais sdo distintas, as respectivas direc¢des principais de
tensdo sdo ortogonais entre si e, consequentemente, as correspondentes facetas

principais sdo também ortogonais entre si.
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Demonstracao:

Considerem-se duas tensdes principais o, e o, € 0os versores das correspondentes

facetas principais n, e n,. Estas tensdes principais e estes versores respeitam a

equacado (2.74), que em notagao tensorial apresenta a seguinte forma

T, nj’ =o,n (2.86)

Ty ”JI'I =0y n/' (2.87)

Multiplicado ambos os membros de (2.86) por n

' e ambos os membros de (2.87)

por n/, obtém-se

n' Ty nj’ =n" o, n! (2.88)

n/ 7, nJI.I =n' o, n" (2.89)
Subtraindo a equacado (2.89) a equacao (2.88), resulta

n' Ty nj’ —n/ 7, n_/{’ =n"o,n' —n' o, n" (2.90)
que ¢ equivalente a

nin' z.—n'n! t,=n/n' (O'I - GH) (2.91)
Trocando i com j no primeiro mondmio, resulta

n! n_/{l T —n/ n_/{’ Ty =n'n (0'1 —(7,,) (2.92)
Atendendo a simetria do tensor das tensdes, conclui-se que

' n (o, —0,)=0 (2.93)

Em (2.93), sempre que o, # 0, , tem de se verificar o seguinte

n'n''=0 (2.94)

n! ' +n) n) +nlnl =0 (2.95)
1 1 1 11 11 11

(nlanzan3)|(n1 o1y 51 ):O (2.96)

A LA, (2.97)
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Se as trés tensdes principais forem distintas entre si, i.e., 0, #0,, 0, #0,; € O, %0y,

entdo as trés direcgdes principais sdo mutuamente ortogonais.

Os versores 7,, 1, ¢ i, definem um referencial que se designa referencial principal.

Nas consideragdes que se seguem o referencial utilizado ¢ o referencial principal.

Nestas circunstancias, as facetas principais sao paralelas aos planos coordenados.

A
111 toa
(nIII)
T
- (n1;)
t,A
(n;)
0]

>>

Fig. 2.12 - Referencial principal - tensdes nas facetas paralelas aos planos coordenados.

II

Nas facetas principais o vector tensdo ¢ normal a faceta, sendo

t(ﬁz) =0, h, (2.98)
f(ﬁn) =0y iy (2.99)
;(A ) =% Ay (2.100)

7

Nestas circunstancias, o tensor das tensdes apresenta a seguinte expressdao (ver
Seccao 2.1.3)

o, 0 0
=0 o, O (2.101)
0 0 oy

Apresenta-se em seguida o caso particular de duas tensdes principais serem iguais entre

si e a terceira ser distinta das outras duas.

o,=0,=a (2.102)
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o, =b (2.103)

Vai-se em seguida proceder ao calculo do vector tensdo numa faceta cuja normal 7' se
situa no plano definido por 7, e 7, (ver Fig. 2.13).

>>

III

II

>>

Fig. 2.13 - Referencial principal - 7' encontra-se no plano definido por 7, ¢ 7.

Nestas circunstancias o versor 7' apresenta as seguintes componentes
ﬁ':(”'l ' ,O) (2.104)

Recorrendo as equagdes de equilibrio definido, tem-se

[y =i (2.105)

Atendendo a (2.101), (2.102) e (2.103), resulta

' a 0 0f|n an', n',
t|1=10 a Of|n',|=|an',|=a|n, (2.106)
t' 0 0 b||O0 0 0
f'(ﬁ,) =an' (2.107)
f'(ﬁ.) =0, n' (2.108)

Conclusdo: qualquer que seja o versor 7' no plano (7, 7, ), a correspondente faceta é

principal e a tensdo principal ¢ igual a o,. A direc¢do principal 7, ¢é normal ao



2.24

plano (71, 7, ). Conclusdes semelhantes seriam obtidas para os casos em que o, =0,

ou o,=0y.

Apresenta-se em seguida um outro caso particular em que todas as tensdes principais

sdo iguais entre si.

0,=0,=0,=4a (2.109)

Vai-se em seguida proceder ao célculo do vector tensdo numa faceta com orientagao
arbitraria e normal n'. Nestas circunstancias o versor n' apresenta as seguintes

componentes
w'=(n', 0’y ,n') (2.110)

Recorrendo as equagdes de equilibrio definido, tem-se

[y =i (2.111)

Atendendo a (2.101) e (2.109), resulta

' a 0 0||n an', n',
t1=10 a O||n,|=|an',|=a|n, (2.112)
t', 0 0 alln, an', n'y
f'(ﬁ,) =an' (2.113)
f'(ﬁ.) =0, n' (2.114)

Concluséo: qualquer que seja o versor 7', a correspondente faceta é principal e a tensdo
principal € igual a o, . Quando as trés tensdes principais apresentam o mesmo valor, o

estado de tensdo designa-se isotropico ou hidrostatico. Num estado de tensao isotrdpico

as tensdes tangenciais sao nulas em todas as facetas.

Retomando o caso geral, com todas as tensdes principais distintas entre si, ja foi visto

atras (2.101) que, no referencial principal, o tensor das tensdes apresenta a seguinte

expressao

o, 0 0
=0 o, O (2.115)
0 0 oy
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Nestas circunstancias os invariantes do tensor das tensdes apresentam as seguintes

expressoes
l,=0,+0,+0y (2.116)
l,=0,0,+0,0 +0,0, (2.117)
Li=0,0,0y, (2.118)

A tensdo numa faceta genérica de normal 7 ¢é dada pela seguinte expressao

tl(ﬁ) o 0 0 n orn
=10 o, 0 ||n|=|o,n (2.119)
(#)
1 0 0 oy]ln O M3
Lo :( 10 1y Oy ”3) (2.120)

Aplicando a lei de transformacgao tensorial (2.70) ao tensor (2.115) resulta

T
T'=A7 A (2.121)

1 1 1

T T T a, a, as|lo 0 0 a4y dy

1 1 1 —_

Ty Ty Ty|=|ay ayn ay|| 0 o, 0 A, 4y 04y (2.122)

1 1 1

Ty Ty Ta ay; dyp Ay || 0 0 oy |las ay ay

Desenvolvendo (2.122) resulta

1 —
r,=a,a,0,+a,a,0,+a,a,0y, (2.123)

2.1.8 - Tensdes tangenciais maximas e minimas

Nas consideragdes que se seguem, o vector tensdo numa faceta de normal

designado apenas por ¢

—

n oé

O vector tensdo (7 ) pode ser considerado como a soma de um vector normal a faceta

(o) com um vector tangente a faceta (7 ) (ver Fig. 2.14)

f=G+7 (2.125)
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Fig. 2.14 - Decomposicio do vector tensdo / nas suas componentes normal e tangencial.

A componente normal ¢ obtém-se projectando o vector ¢ sobre o versor normal a
faceta (1)

G=ci=(7 |)A (2.126)

A componente tangencial 7 obtém-se com a seguinte expressdo, que ¢ idéntica
a(2.125)

I={-& (2.127)

Considere-se agora a seguinte simplificacdo de notagdo

2 =|7|f (2.128)
o’ =| 5[ (2.129)
o =| 7| (2.130)

Atendendo ao facto de o ser perpendicular a 7, pode-se escrever a seguinte equagao,

que relaciona as grandezas dos vectores indicados na Fig. 2.14 (teorema de Pitagoras)
t’=c’+1 (2.131)

As expressoes apresentadas nesta seccao até este ponto sao genéricas. As consideragdes
que se seguem apenas sao validas se o referencial utilizado for o referencial principal

(ﬁ] ﬁ]] ﬁ[[] )
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Considere-se uma faceta cujo versor 7 possui componentes (nl,nz,n3) no referencial

principal. De acordo com (2.120), o vector tensdo nesta faceta apresenta as seguintes

componentes no referencial principal

f:(a, n,o,;n,,0 n3) (2.132)

Anormade 7 é

t:” { H:\/ (0'1 n1)2 +(O'H n, )2 +(0'1,, n3)2 (2.133)
Elevando ambos os membros ao quadrado resulta

t? :0,2 nl2 + 0'12, n22 + 0'121, n32 (2.134)

A grandeza da componente normal ( o ) pode ser calculada do seguinte modo

o=t | i (2.135)
U:(Ul 1,0 1,0 n3) |(”1an29n3) (2.136)
o=0,n +0, N +0,n (2.137)

Atendendo a (2.131) tem-se

=t -0’ (2.138)
Substituindo (2.134) e (2.137) em (2.138) resulta

=0l nl +o,n +o, 0 — (a, n+o,n o, n )2 (2.139)

Vai-se agora proceder ao cdlculo dos valores minimos e méaximos de z”. Devido ao
facto de 7 ser sempre considerado positivo ou nulo, os minimos e méximos de 7’
coincidem com os minimos ¢ maximos de 7. Interessa conhecer também as facetas em
que esses minimos ou maximos ocorrem. Para calcular estas grandezas, formula-se o

seguinte programa matematico

Minimizar ou Maximizar ©°
sujeito a (2.140)

nl=1

A solugdo de (2.140) ¢ um ponto estaciondrio do Lagrangeano L, cuja expressao € a

seguinte
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L=7>+2(n} +n +n -1 (2.141)
Substituindo (2.139) em (2.141) obtém-se
2 2 2 2 2 2 2 2 2)? 2, 2, 2
L=o;n; +o;,n, +oy,n, —(01 n, +o,n,+oy n3) +ﬂ,(n1 +ny +n; —1) (2.142)
Os pontos estacionarios do Lagrangeano L sdo as solucdes do seguinte sistema de

quatro equagdes ndo lineares a quatro incognitas (n,, n,, n, € A). Supde-se que 0s

valores das tensdes principais (o,, o, € o, ) sdo conhecidos.

ﬂ_ 2 2 2 2 _

g —O<:>201n1—2(0',n1+0',,n2+0'H,n3)20',nl+2/1n1—0 (2.143)
nl

é’L_ 2 2 2 2 _

e —0<:>20',,n2—2(0',n1+a,,n2+a,,,n3)20',,n2+2/1n2—0(2.144)
n,

é)L_ 2 2 2 2 _

. —O<:>2(7H,n3—2(01n1+c7,,n2+(7mn3)20'mn3+2/1n3—O(2.145)
s

ﬁ:0<:>nz+nz+nz—1:0 (2.146)
0»‘)1 1 2 3

Simplificando estas expressoes, resulta

n, [012 —2(0, n+o,n +oy, nf) o, + 1] =0 (2.147)

2 2o ntvo i voy,nd) o, +Al=0 (2.148)
n,10n Oy 0N, T0O;; N3 ) Op .

2 2o, nt+o ni+oy,nt) o, + 4| =0 (2.149)
31Oy Oy 0Ny TO N3 ) Oy .
n’+n+ni=1 (2.150)

1 ) T3

O sistema de equagdes (2.147)-(2.150) apresenta diversas solugdes. Pode-se verificar
facilmente que as solugdes que sdo em seguida apresentadas satisfazem as quatro

equagoes, sendo portanto minimos ou maximos de 7.
Nota: omitem-se os versores de sentido oposto porque se referem a mesma faceta.

1° Conjunto de solucoes:

7=(1,0,0) ou 72=(0,1,0) ou 7=(0,0,1) = =0 (2.151)
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Esta conclusdo ¢ evidente, porque os versores (2.151) coincidem com os versores das
direcgdes principais. Nas facetas principais a tensdo ¢ paralela ao versor 7, sendo nula
a componente tangencial da tensdo (ver Fig. 2.14). Nas facetas em que 7 ¢ nulo a
tensdo tangencial assume o seu valor minimo (Nota: 7z € sempre maior ou igual a

Z€r10).

2° Conjunto de solucdes:

. 1 1 . 1 1 o, -0y
a) n,= —2,—2,0 ou i, = —2,——2,0 = T= 5 (2.152)
1 1 1 1 -
b) ﬁC:(O’f’ﬁ) ou ﬁDZ(O,—z,—ﬁ) = 7= % (2.153)
. 1 1 N 1 1 O, Oy
c) ng = ﬁ,o,ﬁ ou 1, = ﬁ,o,—ﬁ = Ty = 5 (2.154)

Tratam-se de facetas que sdo paralelas a uma das direc¢des principais e fazem 45° com

as outras duas (ver Fig. 2.15).

~
nIII

Fig. 2.15 - 2° Conjunto de solugdes do sistema de equacdes ndo lineares.

A tensdo tangencial maxima € o maior dos trés valores indicados em (2.152)-(2.154)

7T, .. =Max (Z’AB,TCD,TEF) (2.155)
Se as tensoOes principais estiverem ordenadas, i.e., 0,20, 2=0,, 0 valor da tensdo
tangencial méxima pode ser calculado com a seguinte expressao

Fy =L _20’” (2.156)
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As facetas em que esta tensdo tangencial ocorre sdo as facetas £ e F' da Fig. 2.15c.

Vai-se agora proceder ao célculo da grandeza da tensdo normal que ocorre nas facetas

em que a tensdo tangencial ¢ maxima. Atendendo a (2.132) e (2.154), tem-se

f:(al n,o,n,,o, n3) (2.157)

A, :[%,o,%) (2.158)

Om

f:(%,o,ﬁj (2.159)

Atendendo a (2.135)

- o,+0
oy =1 i, =% (2.160)
De um modo semelhante se concluiria que
- o,+0
cp=1|h, =% (2.161)

Assim se conclui que a grandeza da tensdo normal que ocorre nas facetas em que a

grandeza da tensdo tangencial ¢ maxima (facetas £ e F) ¢

o =t %m 2.162)
Tmax 2
3° Conjunto de solucdes:
Trata-se de um caso particular em que se verifica o seguinte
0,=0,#0y, (2.163)

Nestas circunstancias, todos os versores 7 que verificam as seguintes condigdes

correspondem a facetas em que 7 ¢ maximo.

=12 oy—oy_| (2.164)
i = R |

Na Fig. 2.16 encontra-se representada uma superficie conica que ¢ tangente a todas as

facetas cujo versor normal verifica (2.164).
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G — Oyg :,& Cr11

~
nIII

Fig. 2.16 - Superficie conica tangente a todas as facetas cujo versor normal verifica (2.164).

Os casos particulares o, =0, #0, ¢ 0,=0,, #0, sdo semelhantes ao anteriormente

exposto. Para obter as respectivas conclusdes, ¢ suficiente efectuar uma circulagdo de

indices.

4° Conjunto de solucdes:

Trata-se de um caso particular em que se verifica o seguinte

0,=0,=0y (2.165)
Nestas circunstancias:

- todas as direc¢des sdo principais;

- todas as facetas sdo principais;

- em todas as facetas a tensdo tangencial ¢ nula;

- em todas as facetas a grandeza da tensdo normal é o=0,=0,=0,,;

- trata-se de um estado de tensdo hidrostatico ou isotropico.

Este estado de tensdo ¢ o que ocorre no interior de um fluido em repouso (por este
motivo se designa hidrostatico). O significado de isotropico ¢ o de "igual em todas as

direcgdes".
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2.1.9 - Circunferéncias de Mohr

Apresenta-se em primeiro lugar a equagdo de uma circunferéncia cujo centro se

encontra sobre o eixo x (ver Fig. 2.17)

Fig. 2.17 - Circunferéncia com o centro sobre o €ixo x.

Os pontos (x, y) que se encontram sobre a circunferéncia obedecem a seguinte

condic¢do (teorema de Pitagoras)

R*=y*+(x-C)’ (2.166)
Os valores de y* obtém-se com a seguinte expressio

y2=R>~(x-C)’ (2.167)

Considere-se agora um estado de tensdo cujas tensdes principais sdo o,, o, € 0, . No

caso de todas as tensOes principais serem distintas e de se encontrarem ordenadas por

ordem decrescente, tem-se

o, >0, >0y (2.168)

Considere-se um versor 7 com componentes (#,,n,,n,) no referencial principal. Na

faceta de normal 7 a tensdo normal ¢ o e a tensdo tangencial ¢ 7. Atendendo as
equagoes (2.131), (2.134) e (2.137) ¢ ao facto de o versor 7 apresentar norma unitaria,

¢ possivel escrever o seguinte sistema de trés equacoes

n+n+n =1 (2.169)
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o,n +o,n+o,n =0 (2.170)
orn+o,n o, N =0 +1° (2.171)

Supondo que todas as grandezas sdo conhecidas com excepcdo de n,, n, e n,, ¢

possivel formular matricialmente o seguinte sistema de trés equagdes lineares a trés
incognitas (n;, n; e ny)

2
1 1 1 [|n 1
2| =
o, o, Oyl|ln|= o (2.172)
2 2 2 2 2 2
o, o, oyllm o+

Este sistema de equacdes lineares pode ser resolvido por substitui¢do ou recorrendo a
regra de Cramer, obtendo-se as seguintes expressdes para as incognitas n; , n; e n;

2
, T +(a—a,1)(c7—am)

"o (0-1 _0-11)(0-1 - 0-111) o
7’ +(O'_0111)(0_ 01)

o (a,, —a,,,)(cf,, —01) (2.174)

. P+(o-0,)(o-0,) (2.175)

I’l3 =
(0-111 — 0y )(0-111 — Oy )

Uma vez que 7, , n; e n; sdo sempre ndo negativos, os segundos membros de (2.173),
(2.174) e (2.175) tém de ser também ndo negativos. Atendendo a (2.168), os segundos
membros de (2.173) e (2.175) apresentam denominador positivo, enquanto o segundo

membro de (2.174) apresenta denominador negativo. Por estes motivos, verifica-se o

seguinte
n20= > +(o-0,)(c-0,)20 (2.176)
220= > +(0-0,)(c-0,)<0 (2.177)
n220= 7’ +(oc-0,)(c-0,)20 (2.178)

Estas trés inequagdes podem ser escritas na seguinte forma
722—(0—0,,)(0'—0,,,) (2.179)
TZS—(O'—O'H])(O'—O']) (2.180)

722—(0—0,)(0—011) (2.181)
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Recorrendo a operacdes algébricas elementares, ¢ possivel obter as seguintes

inequagdes, que sdo equivalentes a (2.179), (2.180) e (2.181), respectivamente

, (o,-0,) o, +0,)
o< 257 {o-257) (2189

Por analogia com a equagdo (2.167) (ver Fig.2.17), definem-se os seguintes

parametros
R =12 =T o (2.185)
R=T0m ¢, = (2.186)
R=T7 Q:% (2.187)

As inequacdes (2.182), (2.183) e (2.184) podem ser escritas recorrendo a estes

parametros
2R —(o-C) (2.188)
<R —(o-C) (2.189)
2R —(o-C,) (2.190)

Uma vez que 7 se considera sempre ndo negativo, conclui-se o seguinte (ver Fig. 2.18):

- a inequacdo (2.188) impde que os pares (o,7) se situem acima de uma

semi-circunferéncia de raio R, e centro (Cl ,0);

- a inequacdo (2.189) impde que os pares (o,7) se situem abaixo de uma

semi-circunferéncia de raio R, e centro (C2 ,0);

- a inequacdo (2.190) impde que os pares (o,7) se situem acima de uma

semi-circunferéncia de raio R, e centro (C3 ,0);
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Assim se conclui que o lugar geométrico dos possiveis pares (o, 7) € a regido que na

Fig. 2.18 se encontra sombreada.

T — L.G. (c,1)

Tmax T

(6}
A,>n = (0,0,£1) A,->n=(0,+1,0) A, n = (+1,0,0)
Fig. 2.18 - Circunferéncias de Mohr.
Da Fig. 2.18 ¢ possivel extrair as seguintes conclusoes:
a) A tensdo normal maxima € o, (pode ser positiva ou negativa).
b) A tensdo normal minima € o, (pode ser positiva ou negativa).
¢) A tensao tangencial méxima ¢
o, -0
max = R2 = ‘ = (2191)
2
Nota: este resultado coincide com o expresso em (2.156).
d) Na faceta em que ocorre 7, , a tensdo normal € a seguinte
o,+0
oc. =C, = % (2.192)

Nota: este resultado coincide com o expresso em (2.162).

A partir da equacao (2.173), que em seguida se reproduz, ¢ possivel obter mais

algumas conclusoes
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? +(0—0H)(0— am)

(a, - a,,)(a, - a,,,)

(2.193)

n =

nl2 (a, — a,,)(a, - a,,,) =7’ +(a— O'H)(O'— a,,,) (2.194)

Recorrendo as expressoes de R, e C, indicadas em (2.185), é possivel mostrar a

equivaléncia entre as equagdes (2.194) e (2.195)
2
nf (0'1 —0'1,)(0'1 —0'1,1) = rz—Rlz—i-(a—Cl) (2.195)

A seguinte equagdo ¢ equivalente a anterior

=R +n(0,-0,)(0,—0y)~(c-C) (2.196)
Considerado

=R +n(o,-0,)(0, - o) (2.197)
resulta

=i —(o-C) (2.198)

De acordo com (2.167), a equacdo (2.198) corresponde a uma circunferéncia de centro
(C1 ,0) e raio 7 no plano (O‘,T). O valor de 7 pode ser calculado com a seguinte

expressao, que resulta de (2.197) ap0s a substituigdo de R, pela sua expressdo (2.185)

2
e 2199)

O valor de r, depende de o,, o,, o, € n,. Para um determinado estado de tensdo

num ponto, o,, o, € o, apresentam valores fixos. Portanto, atendendo a (2.198) e
(2.199), conclui-se que a cada valor de n, correspondem pares (O',Z') situados sobre
uma circunferéncia de centro (Cl ,0) e raio rl(nl). Analogamente se pode concluir que

os pontos situados sobre uma circunferéncia de centro (C1 ,0) e raio 7; apresentam um

valor constante de #, .

Apresenta-se em seguida o caso particular de ser n, =0. Da equagao (2.199) resulta

R, (2.200)

2
Oy~ G/Hj Oy =0y

n=0=r= ( 5 5
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Consideragdes semelhantes as que relacionam n,, R, C, e r, poderiam ser obtidas
para n,, R,, C, e r, e também para n,, R,, C, e r,. E assim possivel concluir o

seguinte (ver Fig. 2.18)

a) Aos pontos situados sobre a semi-circunferéncia de raio R, correspondem
versores com 7, =0.

b) Aos pontos situados sobre a semi-circunferéncia de raio R, correspondem
versores com 7, =0.

c) Aos pontos situados sobre a semi-circunferéncia de raio R, correspondem
versores com 7, =0.

Uma vez que o ponto A4, da Fig. 2.18 se situa sobre as circunferéncias as quais
corresponde n,=0 e n,=0, pela condigio de norma unitaria (2.169) n’ tem de ser
unitario. Esta conclusdo era esperada, porque ao ponto 4, corresponde o =0, ¢ 7=0

(faceta principal). Conclusdes semelhantes se obteriam para os pontos 4, € A, da
Fig. 2.18.

2.1.10 - Tensoes octaédricas

Na Fig. 2.19 estdo representadas as oito facetas que se apresentam igualmente

inclinadas em relacdo ao referencial principal

Fig. 2.19 - Facetas octaédricas.
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Em qualquer uma das oito facetas octaédricas o respectivo versor apresenta a seguinte

expressao geral

A

1 1 1
noct:(noctlﬂnoctz ’noct3):(iﬁbiﬁaiﬁj (2201)

Uma vez que este versor se encontra no referencial principal, é possivel utilizar a

expressao (2.137) para calcular a componente normal da tensdo

_ 2 2 2
O-oct - O-I noctl + O-II noctz + O-UI n (2202)

06[3

Substituindo as componentes de 7, por (2.201) obtém-se

oct

1 1 1 1
O, =0y 5 +oy 5 +oy 525(01 to,+ (7111) (2.203)

A expressdo (2.116) fornece o valor de /, em fungdo das tensdes principais, resultando

(2.204)

oct

W |~

De um modo semelhante e recorrendo a (2.134) ¢ possivel calcular o quadrado da

norma do vector tensdo nas facetas octaédricas

2 _ 2 2 2 2 2 2
toct _GI nactl + O-II noct2 + O-III noct3 (2205)
p _l( 2452 4 2) 2206
oct = 3 O, TO0,;TO0y (2.206)

Atendendo a (2.116) e (2.117), é possivel demonstrar a equivaléncia entre os segundos
membros de (2.206) e (2.207)

2 %(15 -21,) (2.207)

Recorrendo a (2.138), ¢ possivel calcular a grandeza da componente tangencial da

tensdo nas facetas octaédricas (rm)

T:ct = t:ct - O-:ct (2208)
2 1 2 11 ’
2, :5(11 —21,)- 5 (2.209)

2
- :g Jrr =31, (2.210)
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De (2.204) e (2.210) se conclui que a tensdo normal octaédrica o,, € a tensdo

tangencial octaédrica r,, apenas dependem dos invariantes do tensor das tensoes,

sendo também invariantes.

2.1.11 - Tensor hidrostatico e tensor de desvio

A tensdo média o ¢ calculada com a seguinte expressao

-1 1
025(711 Tyt 733)25(01 +toy +‘7111):

W |~

2.211)

O tensor das tensdes pode ser decomposto na soma de dois tensores de acordo com a

seguinte expressao

Th T T c 0 0 WO T T3
T, Typ In|=|0 o 0|+]| 1, T, —0 Ty (2.212)
T3 T3 Ty 0 0 o T3 T3 T33O0
ou
=7 +7' (2.213)

O tensor 7 designa-se tensor hidrostatico ou isotropico e apresenta as caracteristicas
~H

jéa descritas no 4° conjunto de solug¢des da Secgdo 2.1.8.

O tensor 7' designa-se tensor do desvio das tensdes. Este tensor possui tensdes

principais o' e direcgdes principais 7' que verificam a seguinte equagio

'n'=oc'n' (2.214)

', n',=o'n', (2.215)
Atendendo a (2.212), a expressdo tensorial de 7'; ¢

r,=1,-06, (2.216)

y

Nesta expressdo §, representa o delta de Kronecker.
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Substituindo (2.216) em (2.215) resulta

(TU—E@/) n',=c'n', (2.217)
T, n', —g'é;/ n',=o'n, (2.218)
T, n' —c n',=oc'n', (2.219)
T, n', = (a‘+;) n', (2.220)
ri'=(c'+o) i’ (2.221)

Os versores 7' que verificam (2.221) coincidem com os versores 7 que verificam

(2.73). Assim se conclui que as direcgdes principais do tensor do desvio das tensdes

coincidem com as direcgdes principais do tensor das tensoes.

Da comparacao de (2.221) com (2.73) resulta também a seguinte conclusao
oc=c'+o (2.222)
o'=0-0 (2.223)

As tensdes principais do tensor do desvio das tensdes podem ser calculadas com as

seguintes expressoes

o',=0,-0 (2.224)
o',=0,-0 (2.225)
O =0y -0 (2.226)

2.2 - Estado plano de tensao

Em muitas situacdes, o estado de tensdo apresenta um determinado conjunto de
particularidades que permitem que o seu estudo seja efectuado considerando apenas
duas dimensoes.
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2.2.1 - Formulacao

Se as componentes 7,,, 73, € 73; do tensor das tensdes forem nulas (ver Fig.s2.7 e
2.20), devido a simetria de 7, as componentes 7, € 7,; também sdo nulas, resultando

7, 7, O
B (2.227)
0 0 O
X3
T34 = 0
33
732=0
733=0
13=0
13=0
(@]
X 4 /\ X5

Fig. 2.20 - Estado plano de tens@o - componentes nulas do tensor das tensdes.

O estado de tensdo caracterizado pelo tensor (2.227) € o que se verifica na superficie
exterior de um corpo na auséncia de forgas de superficie e nos casos em que ocorre o

seguinte (ver Fig. 2.21):

- corpo de espessura 4 muito pequena quando comparada com as outras duas

dimensoes;
- corpo simétrico em relagdo a um plano médio (x1 ,xz) ;
- todas as accdes paralelas ao plano médio (x1 ,xz) ;
- todas as acgdes simétricas em relagdao ao plano médio (x1 ,xz) ;
- auséncia de acc¢des nas superficies ndo ortogonais ao plano médio (x1 ,xz) .

Pode-se assim considerar que o tensor das tensdes em qualquer ponto de um corpo com

estas caracteristicas € o correspondente a (2.227).
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Fig. 2.21 - Corpo sujeito a um estado plano de tensao.

No estudo do estado plano de tensdo, ¢ habitual designar os eixos x, € x, por x € y, as

tensdes normais por o € as tensdes tangenciais por 7. Por este motivo procede-se a

seguinte substituicdo de notacao

o.=17, (2.228)

0,=17, (2.229)

T, =T, =T,=10y (2.230)
o, 7, 0

r=|z, o, 0 (2.231)
0 0 O

Os invariantes do tensor (2.231) sdao os seguintes

lL,=0.+o0, (2.232)
L=0,0,- rfy (2.233)
1,=0 (2.234)

Uma vez que o terceiro invariante ¢ nulo, as raizes da equagdo caracteristica (2.81)

podem ser calculadas de um modo mais simples
o1, +,0-1,=0 (2.235)

o'—-1,6°+1,0=0 (2.236)
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(6*~1,0+1,) 5=0 (2.237)

As solugdes da equagdo caracteristica sdo as seguintes

LAy -4

o= 5 (2.238)
I, -1} -41

oh—~i———é————i (2.239)

o, =0 (2.240)

A direcgdo principal associada a tensdo principal o, € o eixo x, da Fig. 2.21. As

direcgdes principais correspondentes a o, € o, sdo paralelas ao plano (x, x,).

Substituindo (2.232) e (2.233) em (2.238) e (2.239) obtém-se a seguinte expressao para
as tensdes principais o, € oy,

o.+o0, o,—0, ? )
O == )+ (2.241)

E habitual designar por o, a maior tensdo principal, que é a que resulta da soma das

duas parcelas do segundo membro de (2.241). Obviamente, da diferenga resulta o, .

Na Fig. 2.22 estd representado o plano (x, x,) da Fig.2.21. Tal como no caso
tridimensional, o vector tensao (f(n)) pode ser decomposto nas suas componentes

normal (&) e tangencial (7). O versor 7 ¢é normal a faceta, correspondendo-lhe um
angulo a (o sentido positivo esta indicado na Fig. 2.22). Ao versor m corresponde um
angulo igual a o +90°.
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y
Oy
Tyx p— Txy
e
T
Xy Gy
e
0 X

Fig. 2.22 - Estado plano de tensdo - componentes do vector tensao.

De acordo com a Fig. 2.22, os versores 7 € m apresentam as seguintes componentes
ﬁ:(cosa,sina,O) (2.242)
n%=(— sina,cosa,O) (2.243)

Atendendo a (2.231) e a (2.242), as equagdes de equilibrio definido (2.59) apresentam

a seguinte expressao

Ly =77 (2.244)
4 o, 7, 0ffcosa o, cosa+7, sina
L=z, o, 0 sina | = 7, c08Q+0, sina (2.245)
t 0 0 O 0 0

Atendendo a (2.126), tem-se de novo

I
~

o=1|n (2.246)

> xy

o= (O'X cosa+7, 8ina,7,,cosa+0, sina,O) | (cosa,sina,O) (2.247)

Simplificando esta expressao resulta

o=0,co8’ a+ o,sin’ a+7,,sin (2 a) (2.248)

A um valor positivo de o corresponde uma tracg¢@o e a um valor negativo corresponde

uma compressao.
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De um modo semelhante tem-se

T=1|m (2.249)
T= (O'x cosa+r7, sina,7, cosa+o, sina,O) | (— sina,cosa,O) (2.250)

o,—0,

sin(2 a)—i— 7, cos(2 a) (2.251)

O valor de 7 pode ser positivo ou negativo.

Nas facetas principais a tensao tangencial ¢ nula. Por este motivo, para calcular os
valores de o aos quais correspondem as direc¢des principais, basta igualar a zero a
expressao (2.251), resultando

% ; % gin (2 a)+ 7, cos(2 a) =0 (2.252)

que ¢ equivalente a seguinte equagao

tan(2a)= 02?0 (2.253)
x y

Uma vez que a fungdo tan(x) possui periodo de 180°, as solucdes (2 a) e (2a+180")

satisfazem a equacdao (2.253). Assim, sdo principais as duas facetas as quais

correspondem os seguintes angulos (ver Fig. 2.23)

1 2 7,
o, :Earctan (2.254)

o,—-0,
a,=a,+90° (2.255)

Para se ficar a saber a qual das tensdes principais corresponde cada um destes angulos,

deve-se recalcular as tensoes principais o, € o, com a expressao (2.248).
_ 2 -2 .
o,=0,c08 a;+0,sin" o, +7,, sm(2 a,) (2.256)
. 2 ) .
0,=0,C08 a,+ 0,sin"a,+7,, sm(2 a,,) (2.257)

Com a simples utilizacdo da expressao (2.241) nao ¢ possivel determinar a qual das

tensdes principais corresponde cada uma das direcgdes principais.
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Fig. 2.23 - Estado plano de tensao - facetas principais.

2.2.2 - Circunferéncia de Mohr

Considere-se uma circunferéncia com as caracteristicas indicadas na Fig. 2.24.

Fig. 2.24 - Estado plano de tensdo - circunferéncia de Mohr.
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A posicao dos pontos X e Y depende dos elementos do tensor das tensdes (2.231) (o,
o, ¢ 7,). Aos pontos X e Y correspondem facetas com angulos =0 ¢ a=90°

respectivamente (ver Fig. 2.22). Ao ponto P corresponde uma faceta genérica com
tensdao normal o, tensdo tangencial 7 e angulo «. A circunferéncia tem centro no

ponto (C,O) e raio R. De acordo com a Fig. 2.24 verifica-se o seguinte

o, to,
C= 5 (2.258)
o,—0,
R sinf= > (2.259)
R cosO=7,, (2.260)

A equacgao paramétrica da circunferéncia ¢ constituida pelas duas seguintes equacoes
o=C+Rsin(0+2a) (2.261)

7=R cos(0+2a) (2.262)

Desenvolvendo o seno e o coseno da soma obtém-se
oc=C+R sind cos(2 a)+R cosd sin(2 a) (2.263)
7=—R sind sin(2 a)+R cosd cos(2 a) (2.264)

Substituindo em (2.263) e (2.264) C, R sin@ e R cos@ pelos segundos membros de
(2.258), (2.259) e (2.260) obtém-se as seguintes expressoes

S ;ay 42 ;ay cos(2 a)+ 7, sin(2 a) (2.265)
S I A, (2 a)—i— 7, cos(2 a) (2.266)

Recorrendo apenas a equagdes trigonométricas € possivel demonstrar a equivaléncia
entre as expressoes (2.265) e (2.248), bem como a equivaléncia entre as expressoes
(2.266) e (2.251). Desta forma fica provado que os pontos situados sobre a
circunferéncia da Fig. 2.24 constituem o lugar geométrico dos possiveis pares (a, z') LA

cada posicao do ponto P sobre a circunferéncia corresponde o angulo 2« que se

encontra definido na Fig. 2.24. A faceta em que ocorre a tensdo correspondente ao

ponto P ¢ definida pelo angulo « .
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Apresentam-se em seguida algumas observacdes relativas a circunferéncia de Mohr que

se encontra representada na Fig. 2.24.

a) quando « ¢ nulo, o ponto P coincide com o ponto X e tem-se o=0, ¢
r=1,, (ver Fig. 2.22);

b) quando a=90°, 2a=180°, o ponto P coincide com o ponto Y e tem-se
o=0, e t=—1,, (ver Fig. 2.22);

¢) quando uma faceta roda a (ver Fig. 2.22), o respectivo ponto roda sobre a
circunferéncia 2 ¢ em sentido contrario(ver Fig. 2.24);

A observagdo c) ¢ valida para duas facetas 4 e B quaisquer, caracterizadas pelos
versores 71, e i, (ver Fig. 2.25).

Fig. 2.25 - Representacdo grafica do angulo entre duas facetas quaisquer.

A convencdo de sinal associada a tensdo normal o e a tensdo tangencial 7 ¢ a

seguinte:
- atensdo normal o ¢ positiva quando provoca traccao;

- a tensdo tangencial 7 ¢ positiva nas condi¢des indicadas na Fig. 2.26.
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Fig. 2.26 - Estado plano de tensdo - sentidos positivos de o ¢ 7.

Na Fig. 2.27 encontra-se esquematizado o motivo pelo qual na expressdo (2.251) a um
valor de =90° corresponde 7=-7.

y y _
o, c=0,
T TX T - —
y T Tyy
_> <—
Tyy T=Txy
e  —
Ox c=0,
o) X 0 X

Fig. 2.27 - Estado plano de tensdo - facetas com =0 ¢ a=90°.

Na Fig. 2.28 ¢ apresentado o modo de determinar graficamente a orientagdo da faceta

correspondente ao ponto P.
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Fig. 2.28 - Circunferéncia de Mohr - definigdo do polo irradiante das facetas.

Considere-se que o polo irradiante das facetas (I F) coincide sempre com o ponto X.

Simetricamente em relacdo ao eixo o determina-se o ponto P em correspondéncia
com o ponto P. Tragando uma recta do ponto /, para o ponto P encontra-se a faceta

em que ocorre a tensdo normal o e a tensdo tangencial 7 correspondentes ao ponto P.

A justificacao deste procedimento baseia-se no facto de o angulo ao centro (X C P) ser

sempre o dobro do angulo inscrito (X P P).

Na Fig. 2.29 encontram-se assinalados os pontos aos quais corresponde uma tensao
tangencial nula. Estes pontos representam as tensodes principais o, € o, . A orientacdo

das respectivas facetas determina-se unindo o polo irradiante das facetas (1 F) com 0s

pontos (a, ,0) e (a,, ,0).
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f X(ox,1xy) = If

Faceta

principal

com o= CII
Faceta
principal
com ¢ =oy

Fig. 2.29 - Tens0es principais e respectivas facetas.

Na Fig. 2.30 encontram-se representadas as facetas em que ocorrem os valores
extremos da tensdo tangencial. Apenas sdo consideradas as facetas paralelas ao eixo x,

(ver Fig. 2.21).

Faceta em que ocorre T__.
min

?min X ( =B
T max / ox,txy) = +F
45°/K/

45°\ <«

45°

OIT oT

min

T max

Faceta em que ocorre T

max

Fig. 2.30 - Valores extremos da tensdo tangencial.
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Na Fig. 2.30 verifica-se que as facetas em que ocorrem os valores extremos da tensao
tangencial fazem angulos de 45° com as facetas principais, porque ao angulo ao centro
(' C 0',,) (90°) corresponde o angulo inscrito (z" X 0',,) (45°).

Tmin min

Na Fig. 2.30 ¢ também possivel constatar que a tensao tangencial maxima ¢

ey S ;J” (2.267)

Na faceta em que ocorre a tensao tangencial méxima a tensao normal ¢ (ver Fig. 2.24)

_o;,+to,; 0,%0,

= 2.268
o, = . (2.268)
Da Fig. 2.31 ¢ possivel extrair a seguinte relagao
T 27
tan(2¢, )=—— 2= (2.269)
o, — O'y o, — o'y

Esta equacdo, que permite calcular o angulo de inclinagdo das facetas principais,

coincide com (2.254).

T °x~ %
L 2 L
4 4l
raE X(ox,7xy) = If
R
Txy
o171 2oy o1
(@] ! G
2a77 = 2agt 180°
L ¢ L
4l 1

Fig. 2.31 - Calculo do angulo das facetas principais.
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Da Fig. 2.31 ¢ também possivel constatar que

o,,=C*R (2.270)
sendo
o, +o0,

C= (2.271)

2

2

o,—0, ,

R:\/( 5 j +7, (2.272)

Substituindo (2.271) e (2.272) em (2.270), obtém-se (2.241).

2.2.3 - Facetas conjugadas

Considere-se o estado de tensdao num ponto P e duas facetas 4 e B com orientagdes
distintas (ver Fig. 2.32).

t
(fg)
f
A
n
? "
(fa)
Faceta A Faceta B

Fig. 2.32 - Par de facetas contendo o ponto P.

As equagoes de equilibrio definido (2.59) no caso da faceta A4 sdo as seguintes

o) =T (2.273)

1, =T;n, (2.274)
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Multiplicando ambos os membros por n, obtém-se
Ny b, =N T;n, (2.275)

Trocando os indices 7 e j entre si resulta

g Ly =Np T;M, (2.276)
Uma vez que o tensor das tensdes € simétrico, 7, =7, resultando
ng t, =n, TNy (2.277)
J J i E J

Procedendo de um modo semelhante em relagdo a faceta B, tem-se

s )=rﬁB (2.278)
ty, =Ty (2.279)
Multiplicando ambos os membros por n, obtém-se

ny ty =n, T,ny (2.280)

Comparando (2.277) com (2.280) verifica-se que

ng L, =N, ly (2.281)
Em notacao matricial tem-se
{ )|ﬁB:f )|ﬁA (2.282)

(4
Esta equacdo ¢ sempre valida para qualquer par de facetas.

Considere-se agora um estado plano de tensdo num ponto e as facetas 4 e B

representadas na Fig. 2.33.

A faceta 4 ¢ uma faceta qualquer e a faceta B ¢ paralela ao vector tensdo na faceta A.

Nestas condi¢des tem-se

f(ﬁ)//FacetaB:f( )LﬁB:f( )|ﬁB:0 (2.283)

ny n

Atendendo a (2.282) verifica-se ser

f(ﬁ)|ﬁA=O:>f(ﬁ)LﬁA:>f(ﬁ)//FacetaA (2.284)
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>>
=>4

Faceta A Faceta B

Fig. 2.33 - Estado plano de tensao - faceta B paralela a tensdo na faceta 4.

Assim se conclui que, quando a faceta B ¢ paralela a tensdo que actua na faceta A,
entdo a tensdo que actua na faceta B ¢ paralela a faceta 4. Nestas circunstancias as

facetas 4 e B designam-se facetas conjugadas.
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3 - ESTADO DE DEFORMACAO

Quando sdo aplicadas for¢as a um corpo, este deforma-se, sendo possivel estudar as
caracteristicas da deformacdo independentemente das for¢as que a originaram. Tal
como no capitulo anterior, o caso geral tridimensional ¢ descrito em primeiro lugar,

seguindo-se o caso particular do estado plano de deformagao.

3.1 - Deformac¢io homogénea

Considere-se um corpo so6lido e continuo sujeito a uma deformacdo que o faz passar
de um estado inicial para um estado final (ver Fig. 3.1). Esta deformagao ¢ provocada
por um conjunto de forcas, que ndo necessitam de ser caracterizadas quando se esta a

estudar apenas as caracteristicas da deformacao.

X3

estado Corpo solido e continuo

inicial

P(xl,xz,x3)

’ ! ! ’
P (xl,xz,x3)

X1

Figura 3.1 - Corpo sujeito a uma deformacgao - estado inicial e estado final.

O vector deslocamento i apresenta as seguintes trés componentes
u:(ulau27u3) (3.1

De acordo com a Fig. 3.1, 0 novo vector posicdo do ponto P (¥’) obtém-se por soma

vectorial do vector posicdo inicial (¥) com o vector deslocamento (ii)

!

X=X 4ii (3.2)
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Em notagdo tensorial tem-se
X[ =x; +u (3.3)

Nas consideragdes que se seguem supde-se que as deformagdes sdo infinitesimais. Na
realidade, sempre que as deformagdes sejam pequenas quando comparadas com as
dimensdes do corpo consideram-se validas as expressdes deduzidas para o caso das
deformacdes infinitesimais. Nestas circunstancias, admite-se que o vector
deslocamento # apresenta componentes infinitesimais. A dedug¢do de algumas
expressoes que serdo apresentadas mais adiante requer que as componentes de u

sejam fungdes continuas e que apresentem 12s, 2as ¢ 3as derivadas continuas.

Na Fig. 3.2 estd representado um corpo sujeito a uma deformagdo. O ponto Q
encontra-se na vizinhanga infinitesimal do ponto P, antes e ap6s a deformacdo

caracterizada pelo campo de deslocamentos i .

X3 estado
final

estado
inicial up

X2

X1

Figura 3.2 - Corpo sujeito a uma deformagao.

Cada uma das componentes do vector deslocamento u# dependem da posicao do ponto

U, (x15x27x3)
u, (xl,xz,x3) (3.4)

u, (xl,xz,x3)

Desenvolvendo cada uma das componentes de u em série de Taylor, obtém-se
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+ (ﬂj (ng —xf) + (3.5)

+ termos de ordem superior & primeira (i = 1,2,3)

Considerando Ax, = x? —x” e, desprezando os termos de ordem superior & primeira,

tem-se

O A e I S P 66
Uilg =\Hi)p ox;) % Jj € um indice mudo '

Se a origem do referencial seleccionado coincidir com o ponto P, Ax; sdo as
coordenadas de um ponto Q situado na vizinhanga infinitesimal de P, passando a

designar-se apenas x;.

X3

X1

Figura 3.3 - Corpo sujeito a uma deformagao.

O deslocamento do ponto P passa a ser o deslocamento da origem (iio) e o

deslocamento do ponto O passa a ser o deslocamento de um ponto genérico (i)
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u, = u"OJ{ﬂ_xij X; (3.7)

Nesta expressdo u,, € (ﬂui/ éxj) sdo constantes. Assim, nas condi¢des atras
0

especificadas, considera-se que as componentes do deslocamento (ul) sao funcdes

lineares das coordenadas (x j) )

Considerando
€io = Ui (3.8)
au,
€; :(é’xj (3.9)
770
tem-se
u =e,+e;x, (3.10)

Conforme se verd mais adiante, o facto de esta relagdo ser linear implica que na
vizinhanga infinitesimal de um ponto, todos os pontos apresentam a mesma

deformacao, tratando-se portanto de uma deformacao homogénea.

Atendendo a (3.3) e a (3.10) tem-se sucessivamente

X =X +u (3.11)
U =e,+e.x, 3.12
i i0 ij v

x'=x +e,+e. x, 3.13
i i i0 ij v

Uma vez que 6, representa o delta de Kronecker, ¢ verdadeira a seguinte relagdo

X, = 51/ xj (314)

Substituindo x; em (3.13) resulta

X/ =06,x;+te,+e;x, (3.15)
xi’=el.0+(é;j+ey.)xj (3.16)

A expressao (3.16) caracteriza uma transformacao afim.
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Uma vez que a deformacdo ndo dd origem a sobreposicdo de matéria, nem ao
aparecimento de vazios, tem de existir uma correspondéncia biunivoca entre os pontos
do corpo no estado inicial e no estado final (ver Fig. 3.2). Por estes motivos, a relacao
inversa tem de ser também uma transformagdo afim, com as mesmas caracteristicas da
relagdo (3.16)

x = ey +(5,+e ), (3.17)
A transformacdo afim apresenta as seguintes propriedades:

1) Planos transformam-se em planos

Os pontos pertencentes a um plano 7 verificam a seguinte equagdo em que 47, 4,

A3 e B sdo constantes

Ax +B=0 (3.18)

Substituindo (3.17) resulta

4 [e;0+(5,7+e;)x;]+3 ~0 (3.19)
A¢ly+ 4,3, +¢))xi+B =0 (3.20)
(4.(6,+¢;) | x +(4.e+B) =0 (3.21)

Esta expressdo corresponde a um plano, cuja equagdo ¢ a seguinte (4, ¢ B’ sdo

constantes)
A/x+B =0 (3.22)

Assim se conclui que, apos a aplicagcdo de uma transformagao afim aos pontos de

um plano, o conjunto de pontos resultantes continuam a constituir um plano.

2) Rectas transformam-se em rectas

Considere-se uma recta definida pela intersec¢do de dois planos 7, e =z, (ver

Fig. 3.4). Uma vez que planos se transformam em planos, apos a transformacao, os
pontos da recta continuam a estar situados na intersec¢do dos dois planos (7’

e 7,"), continuando a constituir uma recta.
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recta transformada
ui

recta

Figura 3.4 - Transformagao afim de uma recta.

3) Planos paralelos transformam-se em planos paralelos

Considerem-se dois planos paralelos, cujos pontos verificam as seguintes equacdes
Ax,+B=0 (3.23)
Ax,+C=0 (3.24)

De acordo com (3.21), os seus transformados sdo
[4.(6,+¢;) s +(4,¢+8) = 0 (3.25)
[A S, +el ]x;+(A,. ey +C)=0 (3.26)

De um modo semelhante ao que foi atras exposto, tem-se
A;x;+B"=0 (3.27)

AXI+C =0 (3.28)

Assim se verifica que os planos paralelos (3.23) e (3.24) se transformam nos planos
paralelos (3.27) e (3.28).

4) Rectas paralelas transformam-se em rectas paralelas

Duas rectas paralelas resultam da intersec¢do de dois planos paralelos por um

terceiro plano (ver Fig. 3.5).
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]
/Ty

U

Figura 3.5 - Transformagao afim de duas rectas paralelas.

Uma vez que os planos 7, e 7, se mantém paralelos apds a transformagao, as

rectas também se mantém paralelas.

Na Fig. 3.6 encontra-se representada a transformacdo afim de um cubo, sendo

possivel visualizar as quatro conclusdes atras obtidas:
1) Planos transformam-se em planos
2) Rectas transformam-se em rectas
3) Planos paralelos transformam-se em planos paralelos

4) Rectas paralelas transformam-se em rectas paralelas

Ax

Figura 3.6 - Transformagdo afim de um cubo.
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3.2 - Sobreposicao de deformacoes homogéneas

Considere-se a aplicagdo sucessiva de duas deformagdes homogéneas. A primeira

implica um deslocamento que faz com que o ponto 4 passe a coincidir com o ponto B,
i.e., o ponto de coordenadas x;' passa a ter coordenadas x. A segunda deformagio

homogénea faz com que o ponto B passe a coincidir com o ponto C, i.e., o ponto de
coordenadas x” passa a ter coordenadas x| .

AC

Figura 3.7 - Sobreposicao de deformac¢des homogéneas.

Atendendo a equagdo (3.16) tem-se sucessivamente

x? = e +(6, +el )i (3.29)

=
Il

¢ eff)c+(§l_./ +efc)xf (3.30)

Substituindo a (3.29) em (3.30) resulta

xC—ei%C+(é;/+efc) e (5 +e; )(§/k+e;}f)x,f (3.31)

x{ =e +5, e/o +eBC A(f+

(3.32)

+0, 5kxk +0; e’ZBxf+eBC5 x; +eBCe‘;{Bx,f
Os termos em que e;; figura mais do que uma vez sdo de ordem inferior aqueles em

que e;j figura uma sé vez, podendo ser desprezados. Assim, depois de retirar esses

termos e de efectuar algumas simplificagdes tem-se

c _ BC AB AB _ A, BC _4
X, =e, +e; +§kxk +e, X +e; x| (3.33)

1

=
Il

= (e + o) +[o, +(ef” +ef€) ]t (3.34)

= e (0, + o)t 339)
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sendo

AC _ _AB | _BC
€y =€ TE€ (3.36)

AC _ 4B |, _BC
€r =€ T€ (3.37)

Fica assim demonstrado que da aplicagdo sucessiva de duas deformagdes homogéneas

resulta uma deformagdo homogénea caracterizada por (3.36) e (3.37).

3.3 - Decomposi¢io de deformacdes homogéneas

De acordo com (3.10) e com as consideragdes atras expostas, tem-se

U =¢€pte;x; (3.38)
sendo
u,
e; = (3.39)
J

Decompondo e;; na soma de um tensor simétrico com um antissimétrico, resulta (ver
Capitulo 1)

1 1
w = oty (e =)+l e, (3.40)
Considerando

1 1 ﬂui é)uj

w, zz(el.j —eﬁ) :E(E_ é’x} (3.41)
] 1

4, = e, ve,) = 2| S O (3.42)

i =\ ) T ox,  Ox, .

a equacao (3.40) passa a ser a seguinte

U, = ey +w;Xx; +dij X (3.43)

Os trés termos de (3.43) adoptam agora as seguintes designagdes

u, =u +u +u’ (3.44)
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Nesta expressdo, u; = e, representa uma translagdo, porque ¢ independente das

coordenadas. Mais adiante serd demonstrado que u = w; X, representa uma rotagdo

eque u’ = d; x; representa uma deformagao pura.

O deslocamento u; ¢ assim a soma de uma transla¢do, de uma rota¢do e de uma
deformacdo pura. A translagdo e a rotacdo sdo movimentos de corpo rigido, i.e.,

isentos de deformagao pura.

Em notagdo matricial tem-se

T

+ik +i” (3.45)

N1
I
<y

=i +wx+dx (3.46)

<

Uma vez que w ¢ antissimétrico € d ¢ simétrico, tem-se

U €1 0 Wy Wi3 Xy d, d, ds||x
U, | =€y || Wy 0 —wy || X, |+|dyy dy dy || x| (34T)
Uy €3 Wi Wy 0 X3 dys dy dy || x

3.3.1 - Rotacao

O tensor w;; € antissimétrico, i.e., quando i = j, w; = 0 ¢ quando i # j, w; = -w;.. Os

elementos de w;; podem ser obtidos com a expressdo (3.41)

1 1 0”1/11- au_/
Wi = E(ez'j —eﬁ) =5 é_x/_ ox, (3.48)

De acordo com (3.46) e (3.47), o tensor w ¢ o seguinte

0 Wy Wi
W= Wy 0 —-w, (3.49)
Wi Wy 0

sendo os seus elementos calculados com as seguintes expressdes, que sao casos

particulares da expressdo genérica (3.48)

_l(ﬁ% %j (3 50
Y2 =5 ox, Ox, 0)
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_1(% %j
3T ox, Ox,

_1(5% &j
HE ) ox, Ox,

De acordo com (3.43) e (3.44) tem-se

e, atendendo a (3.45), (3.46) e (3.47) tem-se

R
U 0 Wy Wi X1 Wiz X3 = Wy X,
-2 | . RrR|_ _ _ _
U =1u, | =| Wy 0 Wi [| Xo | = | War X — Wsp X
R
Uy Wi Wy 0 X3 Wiy Xy = Wiz Xy

Considerando um vector w com as seguintes caracteristicas
w= (Wl s W) ’W3) = (W32 sWi3 7W21)

e efectuando o produto vectorial

€ & & € 6 & Wiz X3 = Wy X,
WAX =W W, Wy = Wy Wiz Wy = | Wy X — Wiy X3
X Xy X X X, X Wiy Xy = W3 Xy

constata-se, atendendo a (3.54) e (3.56) que

i* = ok = |w|| %] sene 4,

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

Nesta expressdo « € o angulo entre o vector w e o vector X e 7, ¢ o versor normal

ao plano (w,%).

Em (3.54) verifica-se que na origem (x,x,x;)=(0,0,0) o vector #* ¢ nulo.

Considere-se agora o conjunto dos pontos X situados sobre a recta que passa pela

origem e ¢ paralela ao vector w (ver Fig. 3.8). O vector posicdo X destes pontos X

faz um angulo « nulo com o vector w. Em (3.57) verifica-se que devido ao facto de
a ser nulo, todos os pontos situados sobre a recta O+kw,Vk apresentam

deslocamento %" nulo. Assim se verifica que esta recta constitui o eixo de rotacio,

que é o lugar geométrico dos pontos que apresentam a componente i~ nula.
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X3

=" Eixo de
X _o- " rotagao

X2

Figura 3.8 - Eixo de rotacdo.

Para um ponto genérico X, tem-se o deslocamento #” representado na Fig. 3.9, sendo

respeitada a regra do saca-rolhas.

X3 Eoi?a%g;// it = waAX
g i® 1 Plano (i, %)
R
[7 ]
X' Xx X

Figura 3.9 - Deslocamento devido a rotacao.

De acordo com a Fig. 3.9, o angulo de rotacdo w ¢

(3.58)

(3.59)



3.13

Atendendo a (3.57) tem-se

[%]]%] sena
w = (3.60)
%[ sena

w= || (3.61)

Assim se conclui que o angulo de rotacdo (w) expresso em radianos coincide com a

norma do vector rota¢ao ( H w H) .

3.3.2 - Deformacio pura

Vai ser em seguida demonstrado que a deformacgdo pura ¢ caracterizada pelo tensor
simétrico d , cujos elementos podem ser obtidos com a expressao (3.42)

4, =3 +e,) =2 2o S 3.62
i T \% )T ox,  Ox, (3.62)

De acordo com (3.46) e (3.47), o tensor d ¢ o seguinte

dy dy dg
‘fl =|d, dy dy (3.63)
diy dy  dy

sendo os seus elementos calculados com as seguintes expressdes, que sao casos

particulares da expressao genérica (3.62)

L (3.64

11 = axl . )
au,

dy = (3.65)
2

4. =2 (3.66

33 T §x3 . )

1( du, é’uzj
d, = 2( R (3.67)
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d. = 1( ouy +—5”3j (3.68)
B2\ ox,  Ox, '
1( du, é’u3j
== - 3.69
s 2 (§x3 i ox, (3:69)

Em seguida serd analisado o significado de um elemento com i = (e.g., d,;) e de um
elemento com i # j (e.g., d;,). O significado dos restantes elementos deduz-se

facilmente, recorrendo apenas a uma circulagao de indices.
Extensao

Considere-se um paralelepipedo infinitesimal de dimensdes dx,, dx, e dx; (ver
Fig. 3.10).

\\
,________________
I
I
I

%)

U
=

N
\\

X1

Figura 3.10 - Paralelepipedo infinitesimal.

Na Fig. 3.11 esté representada a projec¢ao do paralelepipedo no plano (x,; x,).
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X2
de
ou X1
d axl dxl
1
! Y1 | )
1 7 7
L AL
4L 4L 4L

Figura 3.11 - Extensdo segundo x;.

De acordo com a Fig. 3.11 e com (3.64), tem-se

d,=—t="" (3.70)

Assim se verifica que o elemento d;, corresponde a uma extensdo, i.e., uma variagao
de comprimento por unidade de comprimento, passando a designar-se €¢,. De um

modo semelhante concluir-se-ia que €, e g; sdo extensoes segundo x, € Xx;

respectivamente.
g =d,, (3.71)
& =dy (3.72)
& =dy, (3.73)
Distorcao

De acordo com (3.67) tem-se

d —1(5”‘ +%j 3.74
22\ ox,  dx, (3.74)

Na Fig. 3.12 estd de novo representada a projec¢do do paralelepipedo da Fig. 3.10 no

plano (x,,x,).
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X2 X2

dx 0x;, dx;

X1
Figura 3.12 - Distor¢do entre os €iXos x; € X,.

Da Fig. 3.12 e de (3.74) conclui-se que

1( du, é’uzj 1
d, = 2(5% t )" S(6.+6,) (3.75)

O valor de 6, + 6, representa a diminui¢do do angulo entre os semi-eixos positivos x;

e x, (ver Fig. 3.13).

X9 x£4

B

X1

Figura 3.13 - Diminui¢do do angulo entre x; € x,.

A grandeza 6, +6, designa-se distor¢do entre x, € x, e € representada por v,,.

Atendendo a (3.75), tem-se

Ju, Ju,
Yo =6+6,=2d, = Ox +0@x
2 1

(3.76)

Considerando as direcgdes x; e x; tem-se
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i = ox, ox,
sendo
1
dy =77y

(3.77)

(3.78)

Assim, y; ¢ a distor¢@o entre as direcgdes x; ¢ x; ou diminuigdo do angulo entre os

semi-eixos positivos x; e x;. O valor de d;; corresponde a metade da distorg@o.

Tensor das deformacdes

O tensor das deformagdes d apresenta as seguintes caracteristicas:

d, d, d; & Yal2 yi3/2
d=\d, dy, dy|=|yn/2 & yy/2 (3.79)
d, dy dy Yi3/2 ¥y l2 &3

Elementos da diagonal

Elementos fora da diagonal

3.4 - Deformacao volumétrica

- correspondem a uma extensdo, que significa uma
variagdo de comprimento por unidade de
comprimento;

-sdo positivos quando hd um aumento de
comprimento;

- representam uma variagdo de volume com forma

constante.

- correspondem a metade de uma distor¢ao, sendo
a distor¢do uma variagdo angular;

- sdo positivos quando hd uma diminui¢do do
angulo entre dois semi-eixos positivos;

- representam uma varia¢do de forma com volume

constante.

O volume inicial do paralelepipedo elementar representado na Fig. 3.10 ¢
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dV =dx, dx, dx, (3.80)

Apds a deformacdo pura caracterizada pelo tensor das deformacdes d o seu volume

passa a ser
dV +AdV =dx| dx, dx; (3.81)

Nota: a translagdo, a rotacao de corpo rigido e a distor¢do ndo provocam variagdo de

volume.

De acordo com (3.70) e (3.71) e com a Fig.3.11, a dimensdo segundo x,; do

paralelepipedo infinitesimal apds a deformacao ¢

o

dx| =dx, + ox,

dx, =dx, + & dx, = dx, (1 + 81) (3.82)

De um modo analogo tem-se
dx; = dx, (1+¢,) (3.83)
dx; = dx,(1+¢,) (3.84)
A expressao (3.81) passa a ser

dV +AdV = dx|dx} dx; = dx, (1+ & )dx, (1+ &, )dx, (1+ &,) (3.85)
AV +AdV = dx, dv, dx, (1+¢ + & +68)(1+2,) (3.86)
dV +AdV =dx, dx, c1bc3(1+g1 +&+E8 +E 188 +88+ 818283) (3.87)

Atendendo a (3.80) e desprezando os termos em que extensdes aparecem

multiplicadas por extensoes, tem-se

AV +AdV =dV (146 +6, +5,) (3.88)
AV +AdV =dV +dV (s +&, + &) (3.89)
AdV =dv (s +e, +s) (3.90)
AdV

Ly TaTats (3.91)

Nesta equagdo, AdV /dV ¢ a variagdo de volume por unidade de volume ou

deformacao volumétrica.
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Atendendo a (3.71), (3.72) e (3.73), tem-se

AdV
oy = dutdyrdy =1, (3.92)

sendo /, o primeiro invariante do tensor das deformacgdes d .

3.5 - Deformaciao em torno de um ponto

Considerem-se duas direcgdes quaisquer a € b, no espago a trés dimensdes, passando
pelo ponto O. O referencial utilizado possui origem coincidente com o ponto O.
Considerem-se dois pontos 4 e B, situados sobre as rectas a e b respectivamente. Os

pontos 4 e B encontram-se a uma distancia infinitesimal do ponto O.

De acordo com a Fig. 3.14 tem-se

6 = angulo entre as direcgdes a ¢ b (3.93)
i= 0 (3.94)
b= 0B (3.95)
n,=allal (3.96)
i, =b1|5| (3.97)
a=|al| (3.98)
b=|5| (3.99)
i=an, (3.100)
b =bn, (3.101)

b, =bn,

(3.102)

(3.103)
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Figura 3.14 - Par de direc¢des no espago.

Se o corpo ao qual pertencem os pontos O, A e B for sujeito a uma deformacao pura,
os segmentos de recta 04 ¢ OB passam a ter outro comprimento e o angulo &

modifica-se (ver Fig. 3.15).

Figura 3.15 - Distorcao entre duas direcgdes quaisquer.

Considerem-se ainda as seguintes extensdes e distor¢ao.
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g, - extensdo segundo a direcgdo a;
g, - extensdo segundo a direcgdo b;
Y, - distor¢do ou diminui¢do do angulo entre as direcgdes a € b.

As extensoes €, € €, € a distor¢do v,, definem-se do seguinte modo (ver Fig. 3.15)

_04'-04

— 3.104
£ = (3.104)
OB’ - OB (3.105)
E = .
’ OB
Yy =0—0 (3.106)

Procede-se em seguida a deducdo de uma expressio que relaciona as diversas

grandezas associadas a deformagao indicada na Fig. 3.15.
E a seguinte a definigdo de produto escalar entre os vectores @ ¢ b
a|b=abcosd (3.107)
Diferenciando ambos os membros, resulta
da|b +a|db = (a-db+da-b)cos6—absen6-do (3.108)

Os pontos O e 4 tém deslocamentos i, e u, respectivamente. Assim, a varia¢do do

vector @ ¢ a diferenca entre os deslocamentos dos pontos 4 € O

da =u,—1, (3.109)
Pelos mesmos motivos

db =i, -1, (3.110)

Atendendo a equacao (3.7), tem-se em notacao tensorial

Uy =g+ X, (3.111)

J

Uma vez que x; sdo as coordenadas do ponto 4 e atendendo a (3.102), tem-se

X, =an (3.112)

J a;
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Substituindo (3.112) em (3.111), resulta

ou,
u, =u, +§_xjan”/ (3.113)
au,
u, —u, =§—xjana/ (3.114)
De um modo semelhante chegar-se-ia a
au,
ug —u, :Ebnbf (3.115)

J
Substituindo (3.109) e (3.110) em (3.108) tem-se em notacao tensorial

(10, ~utg )b+ a, (1, —uo ) = (a-db+da-b)cosO—ab send-do  (3.116)

Substituindo (3.102), (3.103), (3.114) e (3.115) em (3.116), resulta

J

{ﬂan j(b” )+(an )(&bn J—(a-db+da-b)cos€’—ab sen6-d (3.117)
ox;, ° " “l\ox, ") .

J

Reordenando alguns factores tem-se

ou, o,
abnajnbiﬁ—z;+abnainb/é,—j:;:(a-db+da-b)cosﬁ—ab send-d0 (3.118)

Dividindo ambos os membros por a-b, resulta

Ju, Ju, db da
n,n, ——+nn ——=|——+—|cosd—send-dbd (3.119)
" Ox i X, b a

Trocando entre si os indices mudos i € j no primeiro mondémio, obtém-se

Ou, u, da db
nainb/g—’_nainb/g = 7+7 cos@—senf-do (3.120)
i J

Uma vez que as extensdes e distor¢des ndo dependem da translagdo, nem da rotacdo
de corpo rigido, pode-se considerar uma deformagdo que apresenta componentes de
translacdo e rotacdo nulas. Assim, existe apenas deformacdo pura, sendo possivel

demonstrar que nestas circunstancias
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o, (3.121)
Ox; 0x, '
De (3.121) e (3.42) conclui-se que
PR (3.122)
' ox, .
Substituindo (3.122) em (3.120), tem-se
da db
nomy (dy+d,) = (—a+—) cosf—send-do (3.123)
o a b
Uma vez que d;; ¢ um tensor simetrico (d; = d;;), resulta
da db
2n,n, d,; =(7a+7) cos@—senf-do (3.124)
Da definicao de extensdo tem-se
da
£, =" (3.125)
a
db
& =" (3.126)

A variagdo do angulo @ designa-se d€ e corresponde a diferenga entre o angulo apds

a deformacdo e o angulo inicial, sendo portanto

do=0"-0 (3.127)

Uma vez que a uma distor¢ao positiva corresponde uma diminui¢cdo do angulo entre as

direcgdes a e b (ver Fig. 3.15), tem-se

v, =0-0 (3.128)

Atendendo a (3.127) e (3.128) verifica-se que

VY =—d0O (3.129)
Substituindo (3.125), (3.126) e (3.129) em (3.124) resulta

2dyn,n, = (6}, + gb)cos6’+yab send (3.130)

Em notagdo matricial tem-se
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(ga+gb)cos(9+yabsen6’:2 A, d 7 (3.131)

(1x3) (3x3) (3x1)

Casos particulares

a) Direcgdes a e b coincidentes (6 = 0)
g, =n'dn, (3.132)
ou, abandonando a referéncia a direc¢ao a
e=n"dn (3.133)
sendo 71 o versor de uma direcgdo arbitraria ¢ € a extensao nessa direcgao.
b) Direcgdes a e b ortogonais entre si (€ = 90°)

Vup = 2001 d i, (3.134)

sendo v, a distor¢do ou diminui¢do do angulo entre duas direccdes ortogonais
entre si e definidas pelos versores 7, € 7, .

Caso geral (6 qualquer)

Considere-se de novo o caso geral (@ qualquer) e a correspondente expressao (3.131).

Recorrendo a (3.132), € possivel calcular y,, com a seguinte expressao

1
yab_

- e[mafdﬁb —(ﬁjdﬁa +ﬁ,fdﬁb)cosﬁ} (3.135)
sen ~ ~ ~

3.6 - Tensor das deformacoes - mudanca de referencial

Com o objectivo de verificar se d € um tensor, procede-se em seguida ao calculo dos

seus clementos no referencial §’, distinto de S. Antes de iniciar este calculo,

efectuam-se algumas consideracdes.

A transformagdo de coordenadas de S’ para S ¢ efectuada do seguinte modo (ver
Capitulo 1)

x=A"x' (3.136)
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Em notagdo tensorial tem-se

X, =a,x! (3.137)

Da derivag¢ao de ambos os membros resulta

9% _ (3.138)
x| ~ i '

O vector deslocamento apresenta a seguinte lei de transformagdo de S para S’ (ver
Capitulo 1)

— (3.139)

2/

Da derivag¢ao de ambos os membros resulta

i e 3.140
ox, ~ ox, (3.140)
No referencial S’ a deformacao pura ¢ caracterizada por
d’ Lf o, | Ot 3.141
w =2\ ox " ax, (3.141)
1{ du, ox, Ou, Ox.
d =—|—%t— £ - 3.142
b 2(5}@ ox, i ox, ﬁxJ ( )
Substituindo (3.138) em (3.142), resulta
o1 ou, ou,
d, =3 ox a,+ ox a, (3.143)
Substituindo (3.140) em (3.143), resulta
’ 1 ou; u;
d, == a’”o”_a +aq/0,,—a (3.144)

Trocando entre si os indices mudos i € j no primeiro termo do segundo membro

obtém-se

, 1 é’ui é’uj
d =—|la, ——a, +a e (3.145)
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1 é’u é’uj
PTRE A (3.146)

rq pi g 2

Substituindo (3.42) em (3.146), resulta

d, =a,a,d (3.147)

piq
Assim se conclui que d verifica a lei de transformagao tensorial, sendo portanto um

tensor de segunda ordem (ver Capitulo 1).

3.7 - Extensoes principais e direc¢oes principais de deformacio

A extensdo numa direc¢do arbitraria 7 = (nl,nz,n3) pode ser calculada com a

expressao (3.133)

e=i"di (3.148)

Para determinar as direcgdes em que a extensao € assume valores extremos, define-se

0 seguinte programa matematico

Minimizar ou maximizar  &(7)
sujeito a (3.149)

nf=1

Substituindo (3.148), resulta

Minimizar ou maximizar ntdn

sujeito a (3.150)
n+n; +n; =1

O Lagrangeano correspondente a este programa matematico € o seguinte
L=n"di+A(n? +n?+n? 1) (3.151)

Uma vez que d € um tensor de segunda ordem simétrico, tem-se

d, d, ds||n
L= [n1 n, n3] d, dy, dy||n, +/1(n12 +1 1 - 1) (3.152)
ds dy dy||m
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Desenvolvendo os produtos matriciais obtém-se
_ 2 2 2
L=d n; +d,n; +dn; +2d,nn, +2d nn, +2d,;n,n; +

+2(n? + 02 402 1) (3.153)

Derivando L em ordem a n,, n,, n; € A e igualando cada uma das derivadas parciais a

zero, obtém-se o seguinte sistema de quatro equacdes ndo lineares a quatro incognitas

dyn +d,n, +dn,+An =0 (3.154)
d,n, +d,,n, +d,n, +An, =0 (3.155)
disn, +dyn, +dyn,+An, =0 (3.156)
nl+n; +n; —1=0 (3.157)

Estas quatro equacdes sdo equivalentes a

d, d, ds||n n
d, d,, dyl||n |[+A|n,|=0 (3.158)
dy dy dy||n ny

2 2 2
n, +n; +n; =1 (3.159)
Os vectores proprios de d sdo os versores 7, , fi; ¢ Ay que verificam

di=¢h (3.160)

=1 (3.161)

n
sendo ¢,, ¢, € ¢,; 0s correspondentes valores proprios.

As solugdes do sistema de equagdes (3.154)-(3.157) sdo as seguintes

n=n, com A=-—¢@, (3.162)
n=n, com A=-¢@, (3.163)
n=n, com A=-@, (3.164)

Assim se conclui que as direcgdes em que a extensdo € assume valores extremos sao
definidas pelos vectores proprios de d, sendo designadas direcgdes principais de
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deformacdo. O valor da extensdo segundo estas direc¢des pode ser calculado com a
expressao (3.148). Atendendo a (3.160) tem-se

I :ﬁIT‘}’ﬁI =i @ i, =@ Ah, (3.165)
Uma vez que 7, i, = i,|i, =1 resulta
g =9, (3.166)

Repetindo este calculo para as outras duas direc¢des principais de deformacao,

chegar-se-ia a

€ = Py (3.167)

Em = P (3.168)

Assim se conclui que os valores das extensdes segundo as direc¢des principais de
deformacao coincidem com os valores proprios de d, sendo designadas extensdes

principais.

Atendendo ao facto de as extensdes principais e de as direc¢des principais de
deformacao coincidirem com os valores e vectores proprios de d , tem-se

dn, = &n, (3.169)
dny =&y, (3.170)
‘z’ﬁu] = &y (3.171)

Sempre que os valores proprios sdo numericamente conhecidos, deve-se proceder a

sua ordena¢ao do seguinte modo

& 2&; 2 &y (3.172)

Uma vez que os vectores proprios sdo ortogonais entre si, a distor¢do entre direc¢des

principais de deformagdo pode ser calculada com a expressao (3.134). Considerando
as direcgdes principais de deformagao definidas por 7, e 7, , tem-se

Vg =20, dhy, (3.173)

Substituindo (3.170) em (3.173), resulta

Vi = 2i] g, 0y, =28, 0, i, (3.174)
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Uma vez que os vectores proprios sdo ortogonais entre si, #, i, = #, |Ai, = 0, sendo
Vin =0 (3.175)
De um modo semelhante chegar-se-ia as seguintes conclusdes
Vim =0 (3.176)

Yim =0 (3.177)

Apresenta-se em seguida um resumo das conclusdes obtidas:

- 0 valor maximo e o valor minimo da extensdao ocorrem segundo duas das direcgdes
principais de deformagdo, que coincidem com dois dos vectores proprios de d ;

- a extensao segundo cada uma das direc¢des principais de deformagao coincide com
o correspondente valor proprio de d ;

- as direc¢des principais de deformacao sdo ortogonais entre si;
- entre pares de direcg¢des principais de deformagdo nao ha distor¢ao;

- no referencial principal de deformacao tem-se

g 0 0
d=|0 ¢, 0 (3.178)
0 0 ¢y

Atendendo as conclusdes atras obtidas, o calculo das extensdes principais pode ser

efectuado de um modo analogo ao descrito no Capitulo 2.

Considerem-se os invariantes do estado de deformacdo /,, /, e /5 definidos do seguinte

modo
I, =d, +d,, +d;, (3.179)
I, = dy dy N dy d, N dy dy, (3.180)
dy dy| |dy dy| |dy dy
dy d, dj
Iy=d,, dy, dy (3.181)
dyy dy ds
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A equagdo caracteristica ¢ a seguinte
&g-1&+Le-1,=0 (3.182)

As raizes da equagdo caracteristica (g, &, ¢ &) sdo os valores proprios de d que

coincidem com as extensdes principais. O procedimento de célculo das direcgdes

principais foi descrito no Capitulo 2.

A generalidade das conclusdes obtidas para o caso do estado de tensao sdao extensiveis

ao caso do estado de deformacao.

3.8 - Tensor do desvio das deformacodes

Considere-se o primeiro invariante do tensor das deformagdes definido por (3.179)

I, =d, +d,, +d;, (3.183)

Considere-se a extensao média d,, definida do seguinte modo

1 1,
d, :§(d11+d22+d33):? (3.184)
O tensor do desvio das deformagdes d' tem a seguinte definicao
dlrl d1'2 d1'3 dl 1 dlZ dl3 dO 0 0
Cf” =|d}, dy, dy|=|d, dy, dy|=|0 d, O (3.185)
dl'3 d2'3 d?:3 d13 d23 d33 0 0 dO
sendo
dn -d 0 d 12 d13
d'=| d, d,, —d, d,, (3.186)
d13 d23 d33 dO
Em notacao tensorial tem-se
di =d;—d,o, (3.187)

Nesta equagdo 6, ¢ o delta de Kronecker.
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O tensor do desvio das deformacgdes, também designado tensor das distorgdes,
apresenta as seguintes caracteristicas:

- possui primeiro invariante nulo;
- representa uma deformacao isenta de variacdo volumétrica;
- representa uma deformacgao puramente distorcional.

O tensor das deformacdes pode assim ser decomposto nas suas componentes
volumétrica (d,, ) e distorcional (d")

dll d12 d13 dO 0 0 dlrl d1'2 d1'3
d, dy dy|=|0 d, 0|+|d, d d. (3.188)
dl3 d23 d33 0 0 dO dl'3 d2'3 d?:S
d=d,+d’ (3.189)

3.9 - Equacoées de compatibilidade

Considerem-se as expressdes das extensdes (g;) ¢ das distor¢oes (y;)

u,
= 3.190
81 O»‘)xl ( )
u,
= 191
5= o (3.191)
ou,
= 3.192
83 O»‘)XS ( )
u, Ju,
==+ 1
7/23 §x3 + axz (3 93)
L LN (3.194)
U Ox, Oxy
L L (3.195)
2 ox, Ox
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Se se arbitrarem seis fungdes de x,, x, € x; para as trés extensdes € para as trés
distor¢des, ndo se pode garantir a existéncia de trés fungdes u,;, u, e u; de cuja

derivacdo resultem as seis referidas fungdes. Apresenta-se em seguida um exemplo.

o
PR R (3.196)
xl
Ju,
& = E X, +2x, (3.197)
2
du, Ju,
Y2 = Ix +§x =X, (3.198)
2 1
& =Vn=ry=0 (3.199)
Integrando ¢, e ¢, relativamente a x, e x, respectivamente obtém-se
u = x +xx; +f(x2,x3) (3.200)
u, :x1x2+x22+g(x1,x3) (3.201)
Calculando y,, com estas fungdes resulta
Ju,  Ou, é’f(xz’%) 5g(x1’x3)
=+ =2xxX+———Hx,+— 3.202
V12 ox, " ox, XXy ox, X ox, ( )
Vi = 2X,X, + X, +F(x2,x3)+ G(xl,x3) (3.203)

Igualando o segundo membro de (3.203) com a expressdo inicialmente arbitrada para
Y12 (3.198), obtém-se

2x,x, + X, +F(x2,x3)+ G(xl,x3) =X, (3.204)
F(xz,x3)+ G(xl,x3) =-2x,x, (3.205)

Como nao existem funcdes F e G que verifiquem a igualdade (3.205) para todos os
pontos (x;, X,, X3), conclui-se que o campo de extensdes e distor¢des (3.196)-(3.199)

ndo ¢é admissivel.

Para que um conjunto de fungdes de x|, x, € x; constitua um campo de extensoes (g;) €
um campo de distorgdes (v;;) admissivel t€m de se verificar determinadas equagdes,

designadas equacdes de compatibilidade, que se obtém da seguinte forma:
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- derivar (3.190) duas vezes em ordem a x,

s O (3.206)
ox:  Ox,0x; '
- derivar (3.191) duas vezes em ordem a x;
o’e,  Ou,
= 3.207
ox;  Ox}ox, ( )
- derivar (3.195) em ordem a x; e a x,
8%y, o’u, o’u,
= + 3.208
ox,0x, Ox,0x; Ox,0x, ( )
- substituir (3.206) e (3.207) em (3.208)
Py, J’s I’ (3.209)

ox,0x, Ox: i ox;

A equacgdo (3.209) ¢ uma das seis equagdes de compatibilidade que serdo apresentadas
mais adiante. Efectuando uma circulacdo de indices na equacdo (3.209) obter-se-iam

mais duas equagdes de compatibilidade.
A quarta equagdo de compatibilidade obtém-se da seguinte forma:

- derivar (3.190) em ordem a x, € a x5

s, Oy (3.210)
Ox,0x, Ox,0x,0x, '
- derivar (3.195) em ordem a x, € a x;
Ve O O (3.211)
Ox,0x, Ox,0x,0x, Ox]Ox, '
- substituir (3.210) em (3.211)
8%y, 3 A o’u, (3212)

Ox,0x,  Ox,0x, " Ox;ox,

- derivar (3.194) em ordem a x, e a x,
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27y ’u, 2’u,
= +
ox,0x, Ox[0x, Ox,0x,0x,

(3.213)

- substituir (3.210) em (3.213)

5’2731 3 é’3u3 N 5’281
ox,0x, Oxidx, Ox,0x,

(3.214)

- derivar (3.193) duas vezes em ordem a x;

0%y o’u, 2’u,
= + 3.215
ox;  Ox}0x, Oxiox, ( )

- adicionar as equagdes (3.212) e (3.214)

2’7 2y _9 ) + I’u, + 2’uy
ox,0x, Ox,0x, ox,0x, Oxidx, Ox.0Ox,

(3.216)

- substituir (3.215) em (3.216)

52712 52731 _9 5’251 +é’2723
ox,0x, Ox,0x, Ox,0x, Ox}

(3.217)

A expressao (3.217) € equivalente a

o’ o o o o
& (_ 7/23+ 731+ 712) (3.218)

Ox,0x, Ox,\ Ox, IOx, Ox,

A equagao (3.218) corresponde a quarta equagao de compatibilidade das seis atrés
referidas. Efectuando uma circulagdo de indices na equacao (3.218) obter-se-iam a
quinta e a sexta equagoes de compatibilidade.

Apresentam-se em seguida as seis equacoes de compatibilidade

3y, O’¢ O’

= + 3.219
ox,0x, Ox; Ox} ( )
0%y Ot O’g

= + 3.220
ox,0x, Oxi Ox; ( )
2%, O'e J’g

= + 3.221
ox,0x, Ox]  Oxi ( )
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2’ _ _5723_’_5’731_}_5712

= 3.222
ox,0x,  Ox,\ Jx, Jx, Ox, ( )
o’ o P73 OV O
= - 3.223
ox;0x, Ox,\ Ox, " ox, i ox, ( )
o’ 0 7 7 o
& R4V + Va3 4 V31 (3.224)

ox,0x, Ox,\ Ox, Ox, Ox,

Nos problemas planos, s6 a primeira (3.219) ¢ que apresenta utilidade pratica, porque
as restantes seriam equacoes do tipo 0 = 0.

As fungoes ul(xl,xz,x3) , uz(xl,xz,x3) e u, (xl,xz,x3) tém de ser fungdes continuas e
tém de possuir primeiras, segundas e terceiras derivadas também continuas. Nestas
circunstancias, da aplicacdo do campo de deslocamentos a um corpo resulta uma nova
configura¢do em que ndo se verifica o aparecimento de novos espagos vazios, nem se
verifica uma sobreposicdo de matéria. Dois pontos infinitamente proximos

permanecem infinitamente préximos.

Nas seis equagdes de compatibilidade (3.219)-(3.224) todas as derivadas sdao de
segunda ordem. Por este motivo, quando as expressOes das extensdes (g;) e das
distorgdes (y;) forem fungdes lineares ou constantes, as equagdes de compatibilidade

sdo automaticamente verificadas.

3.10 - Estado plano de deformacio

Considere-se um corpo com as seguintes caracteristicas (ver Fig. 3.16):

- corpo prismatico gerado por translagdo de uma figura plana ao longo de um

eixo. A figura plana ¢ paralela ao plano (x,,x,) e o eixo atras referido € x;;
- a dimensdo do corpo segundo x; € muito superior as restantes dimensaes;

- todas as acgdes apresentam componente segundo x; nula, i.e., actuam

paralelamente ao plano (x,,x,);

- as acgdes ndo variam com Xx;.
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X2

=

X1

Figura 3.16 - Corpo sujeito a um estado plano de deformacao.

Nestas circunstancias admite-se o seguinte:
- os deslocamentos de qualquer ponto segundo x; sdo nulos;
- os deslocamentos segundo x, € x, ndo variam com x;.

Estas hipoteses podem ser expressas do seguinte modo

u, (xl,xz,x3) =y, (xl,xz) (3.225)
u, (xl,xz,XS) =u, (xl,xz) (3.226)
1y (x,,%,,%,) = 0 (3.227)

Quando um corpo apresenta este conjunto de caracteristicas diz-se que esta sujeito a

um estado plano de deformagdo. Referem-se como exemplos os muros de suporte de

terras e as barragens gravidade (ver Fig. 3.17).
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Figura 3.17 - Barragem gravidade.

Atendendo a (3.225), (3.226) e (3.227), os elementos do tensor das deformacgdes sao

0s seguintes

PR (3.228)
1 — O»‘)xl .
o
d, = aﬁf (3.229)
2
au,
dy=—- =0 (3.230)
3
PR +%j (3.231)
22\ 0x, Ox, '
PR L %j—o (3.232)
B 2\ox, ox) '
. =+ 5”2+%j—0 (3.233
B 2\0x, Ox,) 233)

Atendendo aos elementos que se admitem nulos, o tensor das deformacdes € o

seguinte
dll d12 O
d=\d, d,, 0 (3.234)
0 0 0

Os elementos de d apresentam as seguintes expressoes

u,
& =d, = G (3.235)
1
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u,
6 =dy =37 (3.236)
£ =0 (3.237)
2d, = St O (3.238)
Vip = 24y = ox, " ox, .
ya=2d,=0 (3.239)
v =2d,, =0 (3.240)

Considerem-se duas direc¢des a € b no plano (x,,x,). A direc¢do a ¢ definida pelo

angulo o e a direccdo b pelo angulo a+90° (ver Fig. 3.18). Os versores destas
direcgdes sdo 7, e n,, sendo ortogonais entre si. As componentes dos versores 7, €

n, sao as seguintes

i, = (cosa,sena,0) (3.241)
i, = (—sena,cosa,0) (3.242)
x
b 2
o+90° a
IA”lb } (04
X1

Figura 3.18 - Estado plano de deformagao - direc¢des a € b.

Atendendo a expressao (3.132), a extensao segundo a direc¢ao a € a seguinte

(3.243)

Substituindo (3.234) e (3.241) em (3.243), resulta
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d, d, 0]|cosa
&, :[cosa sena O] d, d, O0]||sena (3.244)
0 0 O 0

que ¢ equivalente a

g, =d, cos’ a+d,, sen’ a+d, sen(2ar) (3.245)

De um modo semelhante, atendendo a expressao (3.134) tem-se
Yar _ p1 54
=n,dn, (3.246)

Substituindo (3.234), (3.241) e (3.242) em (3.246), resulta

d, d, 0||-sena
=[cosa sena 0] d, d, 0| cosa (3.247)
0 0 O 0

yab
2

que € equivalente a

d,—d
% = %sen@a) +d,, cos(2a) (3.248)

Apresenta-se agora uma defini¢do que apenas ¢ valida em estados planos:

- a distor¢do associada a uma direc¢do o ¢ a distor¢do entre essa direccdo e a

direc¢ao a+90°.

Nestas circunstancias considera-se que a extensdo numa direccdo o é € (=¢,) e que a

distor¢do numa direc¢d@o o €y (=v,,)-

Atendendo a estas consideracdes e a (3.235), (3.236) e (3.238), as equacgdes (3.245) e
(3.248) podem ser rescritas do seguinte modo

£=¢gcos a+eg sen’ a +%sen(2a) (3.249)
% =& ;81 sen(2a) +%cos(2a) (3.250)

Tal como no caso do estado plano de tensdo, no estado plano de deformagdo ¢ mais

frequente designar os eixos coordenados por (x,y) em vez de (x,,x,).
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Assim, as expressoes (3.249) e (3.250) passam a

£=¢,008" a+¢,sen’ a +%sen(2a) (3.251)
& —¢&
% =2 5 ~sen(2a) +%cos(2a) (3.252)

Estas expressoes coincidem com as que foram obtidas no caso do estado plano de

tensdo (ver Capitulo 2), desde que se considere a seguinte analogia

o, © &, (3.253)
o, © & (3.254)
T, €7, /2 (3.255)
oo & (3.256)
T /2 (3.257)

Assim, todas as conclusdes obtidas no Capitulo 2 podem ser imediatamente adaptadas

ao caso do estado plano de deformagdo. Por exemplo

1 Y
a, = Earctg(g _yg j (3.258)
x %y

a, = a,+90° (3.259)

Os valores de g, e g;; obtém-se substituindo respectivamente o, € o;; em (3.251).

3.11 - Circunferéncia de Mohr

No caso do estado plano de deformacgao, a circunferéncia de Mohr pode ser obtida por
analogia com o estado plano de tensdo, resultando a representacdo grafica que se

encontra na Fig. 3.19.
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l\)|~<

Figura 3.19 - Circunferéncia de Mohr.

Observacdes relativas a Fig. 3.19:
I, - polo irradiante das direcg¢oes
€ positivo = aumento de comprimento por unidade de comprimento
Y positivo = diminui¢ao do angulo entre as direc¢des o e a+90°

Devido ao facto de em vez de facetas se considerarem agora direc¢des, a construcao

grafica que permite obter o ponto correspondente a uma direc¢ao o € a seguinte:

- passar por X =/, uma linha paralela a direc¢do a;

- intersectar esta linha com a circunferéncia, obtendo-se assim o ponto P ;
- passar por P uma linha paralela ao eixo ;

- intersectar esta linha com a circunferéncia, obtendo-se assim o ponto P cujas
coordenadas (g, y/2) correspondem a extensdo ¢ a metade da distorcao

associadas a direccao a.

Pode-se verificar facilmente na circunferéncia que

E=¢&

X

a=0= P=X =
V=74
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8=8y

a=90° = P=Y =
7/:_7/)5)1

Na Fig.3.20 encontra-se representada uma distor¢do v,, positiva. Pode assim
constatar-se que para o. = 0 (i.e., entre as direcgdes 0° e 90°) a distor¢do € v,,, enquanto

que para oo = 90° (i.e., entre as direc¢des 90° e 180°) a distor¢do € -y,,.

= Ny

Figura 3.20 - Distor¢éo v,,, positiva.

Na Fig. 3.21 encontram-se assinalados os pontos correspondentes as extensdes

principais maxima e minima (g; € €;,). As respectivas direccdes sdo as rectas que
passam pelo polo irradiante das direcgdes (/) € pelos pontos ¢, € &, .
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v | =

XEID 8[281]

e

Direccdao em
que a extensao
éeg

Direccdo em
que a extensdo
é %74

Figura 3.21 - Extensdes principais e direc¢des principais de deformagao.

Os pontos correspondentes & maior € menor distor¢do encontram-se indicados na
Fig. 3.22. Neste caso os pontos P e P coincidem, bem como os pontos Q e QO . As

direc¢des associadas @ maior e menor distor¢do sdo as rectas que passam pelo polo

irradiante das direccdes (/) € pelos pontos P e Q.

Direcc¢do associada
v a distor¢do maxima

2o

Direccdo associada
a distor¢cdo minima

Figura 3.22 - Distor¢do maxima, distor¢do minima e respectivas direcgoes.
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4 - RELACOES ENTRE TENSOES E DEFORMACOES

Nos Capitulos 2 e 3 foram apresentadas as caracteristicas do estado de tensdo e do
estado de deformagdo. O estado de tensdo num ponto ¢ caracterizado pelo tensor das
tensdes (1;) , cujos elementos sdo tensdes normais e tensdes tangenciais. Admitindo
que o corpo estd sujeito a pequenas deformagdes e considerando a vizinhanga
infinitesimal de um ponto, supde-se que o estado de tensdo apenas depende das
componentes do tensor das deformagdes (d;;), cujos elementos sdo extensdes (g;) €
meias distorgdes (y;/2). A translagdo e a rotagdo de corpo rigido ndo modificam o

estado de tensdo num ponto.

Atendendo a estas hipoteses, admite-se que os elementos do tensor das tensdes (t;)
dependem dos elementos do tensor das deformagdes (d,;), de acordo com a seguinte

relacdo

7, = f;(d,) (4.1)

4.1 - Lei de Hooke generalizada

Cada uma das fungdes f;; indicadas em (4.1) pode ser desenvolvida em série de Taylor,
desde que f; seja uma fungéo continua e de derivadas tambeém continuas. Efectuando o

desenvolvimento em série de Taylor na origem, i.e., para d;; = 0, tem-se

af,
4.2
ﬁdk] dkl + ( )

7, =fl.j(0)+

Nota: o facto de os indices k e / se encontrarem repetidos no monoémio implica um
somatorio de 1 a 3.

O termo f;(0) corresponde ao estado de tensdo quando as deformagdes dj; sdo nulas,
sendo portanto nulo. Uma vez que apenas se admitem pequenas deformacgdes, os

termos de ordem superior a primeira podem ser desprezados, resultando

T. = é’ﬁj
v ﬁdkl

dy (4.3)
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Uma vez que 1; e d, sio tensores de segunda ordem, 0 f;;/ 0 d}, ¢ um tensor de quarta

ordem, que passa a ser designado por ¢, resultando

T, = cl.jkldk, (4.4)

Esta relagdo ¢ designada lei de Hooke generalizada. Em (4.4), i e j s@o indices livres,
enquanto & e / sdo indices mudos, que implicam a existéncia de somatorios de 1 a 3. O
tensor de quarta ordem c;;, possui 34 =81 elementos. Estes 81 pardmetros ndo sao

independentes, pelos motivos que serdo em seguida referidos.

Uma vez que o tensor das tensdes ¢ simétrico, sO seis dos seus elementos sdo
independentes. Estes seis elementos podem ser colocados num vector 1, (i = 1,...,6)

ordenados da seguinte forma

_71— _Tn_
3 (35
S| (4.5)
Ty T3
Ts T3
1 T6 ] |72

Procedendo de um modo semelhante com o tensor das deformagdes, que também ¢

simétrico, tem-se o vector d; (i = 1,...,6)

_dl_ _dll ]
d, dy
d; dy
- (4.6)
d, dy
ds dy
dg] | di ]

A relagdo (4.4), convertida numa relagdo entre os elementos independentes do tensor

das tensdes e os elementos independentes do tensor das deformacgdes, passa a ser a

seguinte
6
= chd_/ (i=1...6) “r
j=1
= cd (4.8)

Assim se conclui que ndo sdo necessarios 81 parametros para relacionar o estado de

tensdo com o de deformacgdo, mas apenas 6x6 = 36, que é o nimero de elementos da
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matriz ¢; da expressdo (4.7). Uma vez que os elementos dos tensores 7; ¢ d;; foram
colocados nos vectores 1; € d,, deixam de ser validas as propriedades das expressodes

tensoriais na equacao (4.7) e nas equacdes que forem a partir dela deduzidas.

O significado de cada um dos elementos de c; ¢ exemplificado com o elemento ¢s.
Considere-se um tensor das deformagdes em que d;; =ds € unitario e os restantes

elementos sdo nulos.

1 Gy Cp Gy Gy s Cg |0
2 Cyi Gy Gy Gy G5 Gy || 0
G| |G G G Oy Gs Gy 0 4.9)
7y Cii Cp Cyiy Cy Cys Cyq || 0 ’
& Csp G Cs3 Gy Cs5 Csq || ]
1 T] [ Co Co Cu Cos Ces) 0]

Assim se conclui que ¢,5 ¢ a componente T, da tensdo que ocorre quando ds € unitario
e as restantes componentes de d sdo nulas.

Uma vez que as componentes do vector d sdo adimensionais, os elementos da matriz

¢ tém as dimensdes de uma tensao (e.g., N/m?2).

Consideragdes de caracter energético, que ndo siao aqui apresentadas, permitem
concluir que a matriz ¢ ¢ sempre simétrica, i.e., ¢;=c;. Por este motivo, a

equacao (4.8) passa a ser a seguinte

i G Gy Oy G4 Cs C4|ldy
Ty Cpp €3 Cyy G5 Cy || dy
733 C3 Cyy O35 C || dy
= (4.10)
T 23 c44 c45 c46 d 23
[ SIM. Css  Cs || dy
| T2 L Ce6 _d 12

Assim se conclui que dos 36 elementos da matriz ¢ apenas 21 sdo independentes.

4.2 - Casos de simetria elastica

Um material apresenta um determinado tipo de simetria elastica, quando ao ser sujeito

a um campo de deformagdes com determinadas caracteristicas de simetria, fica sujeito
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a um campo de tensdes com as mesmas caracteristicas de simetria. Quando um

material ndo apresenta qualquer simetria, diz-se anisotropico.

4.2.1 - Simetria elastica relativamente a um plano

Vai-se em seguida proceder a deducdo das caracteristicas particulares que a matriz ¢

apresenta, quando o material possui simetria elastica em relagdo a um plano.
Considere-se que o plano de simetria elastica ¢ paralelo ao plano (x, x;). Da aplicacdo
de um campo de deformagdes simétrico em relagao a este plano, resulta um campo de
tensdes também simétrico em relagdo ao mesmo plano. Considerem-se os pontos P ¢

Q situados simetricamente em relagdo ao plano (x, x;) (ver Fig. 4.1).

X3

Zz
0

X1

Figura 4.1 - Plano de simetria elastica.

Quando o corpo se encontra sujeito a um campo de deformacgdes simétrico em relacao

ao plano (x, x;), verifica-se o seguinte

dl =df (4.11)
d) =dg (4.12)
df,=dg (4.13)
df=dg (4.14)
dj; = —ds] (4.15)

dj, =—d§ (4.16)
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O sinal negativo em (4.15) e (4.16) deve-se ao facto de a uma distor¢ao simétrica em
relagdo ao plano (x,x;) estarem associados valores numéricos de sinal oposto.

Exemplifica-se com o caso da equacdo (4.16) (ver Fig. 4.2).

distor¢do

negativa X
0

X

distorgdo
positiva

Figura 4.2 - Distor¢do y;, simétrica em relagdo ao plano (x, x3).

As extensoes e a distor¢ao v,; apresentam o mesmo valor numérico em P e em Q.

Uma vez que o material possui simetria eldstica em relagdo ao plano (x, x;), da
aplicacdo de um campo de deformagdes simétrico em relacdo a (x, x;) resulta um
campo de tensdes também simétrico em relagdo ao mesmo plano. As componentes da
tensao nos pontos P e Q podem-se relacionar do seguinte modo

=18 (4.17)
=12 (4.18)
=72 (4.19)
) =12 (4.20)
T =15 4.21)
T, =18 (4.22)

Na Fig. 4.3 encontra-se a justificacdo do sinal negativo que estd presente em (4.21)
e (4.22).
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X3

tensao tangencial negativa

tensdo tangencial positiva
/ N
X /

P

Figura 4.3 - Tensdo tangencial t;, simétrica em relagdo ao plano (x, x3).

A uma tensdo tangencial t,, simétrica em relagdo ao plano (x, x;) estdo associados
valores de sinal oposto. As tensdes normais e a tensdo tangencial 1,; apresentam o

mesmo valor numérico em P e em Q.

Atendendo a (4.10), nos pontos P e Q a tensdao tangencial t,, ¢ fornecida pelas

seguintes expressoes

th = dl +odl ey di e dy+ e di + e d (4.23)

1 = dS+cdS +cy d2 + ey d2+ ey dS + o dS (4.24)
Substituindo (4.11)-(4.22) em (4.24), resulta

—th =c dl v, d) +e dh+e df—c dl —c d (4.25)
Adicionando (4.23) e (4.25) resulta

2¢,,d+2c, d +2c, dy+2¢c,,d), =0 (4.26)
Uma vez que a deformagao ¢ arbitraria, a equacao (4.26) so se verifica se

Clg = Cog = C36 =Cps =0 (4.27)

Efectuando para t;; um conjunto de consideragdes semelhantes as que foram

efectuadas para 1,,, concluir-se-ia que

Cis =Cp5 =C35=C45 =0 (4.28)
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Quando um material apresenta simetria elastica em relagdo ao plano (x, x;), a sua
matriz ¢ € a seguinte

&y G Gy ¢y 00
Cn Gy & 00
¢y ¢ 00
c= (4.29)
~ c, 0 O
SIM. Css  Csg
L Cos |

Na matriz ¢ (4.29) s6 13 elementos sdo independentes.

De um modo semelhante se poderia concluir que quando um material apresenta
simetria elastica em relag@o ao plano (x, x,), a correspondente matriz ¢ ¢ a seguinte

Cp G O 0 ¢4
Cpn Cn 0 ¢y
c 0 ¢
33 36
c= (4.30)

- Cy Cis 0
SIM. cs 0

L Ces

Quando um material apresenta simetria elastica relativamente ao plano (x, x;), a
correspondente matriz ¢ € a seguinte

i G O ¢s 0
Cyp Gy Cs 0

c= “ s 0 (4.31)
~ Cuy 0 ¢y
SIM. cs 0
L Cos

4.2.2 - Simetria elastica relativamente a dois planos ortogonais

Considere-se agora um material que apresenta simetria eldstica em relagdo aos planos
(x; x,) e (x;x;). A respectiva matriz ¢ apresenta elementos nulos nas posicdes

correspondentes a uma sobreposicdo dos elementos nulos de (4.30) com os elementos
nulos de (4.31), resultando
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¢y ¢ ¢ 00 0]
¢y, G 0 0 0
c= G 00000 (4.32)
~ ¢, 0 O
SIM. ¢ 0
L Cos

A matriz (4.32) possui elementos nulos nas posigdes correspondentes a simetria
relativamente ao plano (x, x;), indicados em (4.29). Assim se conclui que, quando um
material apresenta simetria eldstica relativamente aos planos (x; x,) e (x; x3), estd

implicita uma simetria elastica em relag¢do ao plano (x, x;).

Recorrendo a uma circulagdo de indices e ao facto de o referencial ser arbitrario
pode-se afirmar que, quando um material apresenta simetria eldstica relativamente a
dois planos ortogonais entre si, estd implicita uma simetria eléstica em relagdo a um
terceiro plano ortogonal aos outros dois. Nestas circunstincias, em que um material
apresenta simetria eldstica relativamente a trés planos ortogonais entre si, diz-se que o

material ¢ ortotropo.

Na matriz ¢ (4.32) pode-se observar que, no caso dos materiais ortétropos, apenas

nove elementos sao independentes. Verifica-se também que, no referencial da simetria
elastica, as tensdes normais (1,;, T,, € T33) apenas dependem das extensdes (d,;, d,, €
dy;) e que cada uma das tensOes tangenciais (1,3, T3; € T;,) apenas depende da
correspondente meia distor¢do (d,, ds; € d,,), sendo

Ty = Cyudyy (4.33)
Ty = G55 dy (4.34)
T, = Ceedyy (4.35)

Nas mesmas circunstancias, verifica-se ainda que num estado de deformagao em que
apenas existam extensdes as tensdes tangenciais sao nulas e num estado de

deformacdo em que apenas existam distor¢des as tensdes normais sao nulas.

4.3 - Isotropia

Diz-se que um material ¢ is6tropo quando as suas propriedades sdo independentes da
direccao. Neste caso a matriz ¢ ¢ independente do referencial utilizado. Os materiais
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isotropos apresentam simetria eldstica em relagdo a trés quaisquer planos mutuamente

ortogonais, sendo valida a matriz (4.32) relativa aos materiais orttropos. Para além
das caracteristicas indicadas em (4.32), no caso da isotropia a matriz ¢ deve manter-se

inalterada quando os eixos do referencial sdo trocados entre si. Para deduzir as
caracteristicas da matriz ¢ no caso da isotropia, considere-se um cubo sujeito a trés

extensoes d|,, d,, € ds; (ver Fig. 4.4a).

X3
b
X x'3
] - ] .
- ' -
T, da» 122_111/ dsi=dop

X 1//01 X'z//d

" —
22_d11

a) b)

Figura 4.4 - Estado de deformacg@o nos referenciais S e S".

Atendendo a (4.10) e a (4.32) tem-se

7, = ¢, d) to,dy, ey dy (4.36)

Considerando o mesmo estado de deformacao referido a S’ (ver Fig. 4.4b) e atendendo
ao facto de a matriz ¢ permanecer inalterada com a mudanga de referencial, tem-se

Ty, =C,df, +c,ydy, 0y dy, (4.37)
Atendendo as igualdades indicadas na Fig. 4.4b, de (4.37) resulta

T, =Chdy+Cd +0ysd,, (4.38)
Igualando (4.36) a (4.38), obtém-se

¢, d, +c,dy+c3dy =cyd +epyd,y, +,ds, (4.39)

Para um estado de deformacao arbitrario, (4.39) sé se verifica se
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=6 (4.40)
Cip = Cy3 (4.41)
C3 =0 (4.42)

Consideragdes semelhantes envolvendo outras componentes do tensor das tensdes
permitiram concluir que na matriz ¢ de um material isotropico tem de se verificar as

seguintes igualdades

Cjp =Cp =C33 (4.43)
Cpp =Cj3 = Cy3 (4.44)
Cy4 = Cs5 = Cgg (4.45)

Designando por 4 os elementos ¢,;, ¢,, € ¢33, por B os elementos c|,, ¢|5 € ¢, € por C
os elementos ¢y, C55 € C4(, resulta a seguinte matriz ¢

A B B 0 0 O
A B 0 0 O
4 0 0 0
c= c 0 0 (4.46)
SIM. c 0
L C_

Os trés parametros (4, B e C) que definem, a matriz ¢ (4.46) ndo sdo independentes.

Tendo em vista a obtencao de uma relagdo entre eles, considerem-se os referenciais

S ()cl,)c2 ,x3) e S’ (xl' ,xz',x;) , sendo os seguintes os versores de S’ referidos a S
& =(1/42, 142, 0), (4.47)
& =(-1/42, 1742, o) (4.48)

& =0, 0, 1) (4.49)

N

A matriz de transformacgao de S para S’ € a seguinte (ver Capitulo 1)

/72 1742 0
A4=|-1/2 1/42 0 (4.50)
0 0 1

O tensor das deformacdes d no referencial S é
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(4.51)

AN
Il
QU
X
[3S)
Q
b

13 d23 d33
Para obter o tensor das deformag¢des no referencial S’ recorre-se a lei de transformagao

tensorial (ver Capitulo 1)

d'=Ad A" (4.52)

Substituindo (4.50) e (4.51) em (4.52) obtém-se as seguintes componentes de d’

d/, = %d“ +%d22 +d, (4.53)
d;, = la’11 +la’22 -d, (4.54)
2 2
sendo
d,—d;, =2d, (4.55)

Procedendo de igual modo com o tensor das tensdes 7 no lugar do tensor d obtém-se

uma relagao semelhante a (4.55)
T, =17 =27, (4.56)

Uma vez que para os materiais isotropos a matriz ¢ ¢ independente do referencial,

tem-se

‘z,] [4 B B 0 0 0][d,]

7, A B 0 0 0||dy,

Ts _ A 0 0 0]|dy 4.57)
Th C 0 0}|dy, '

(. SIM. Cc 0]|d,
L T2 L Clld,

‘7, [4 B B 0 0 0][d]]

7 A B 0 0 0||dy,

28 _ A 0 0 0]|dy (4.58)
75 cC 0 0f|dy, '
7, SIM. C 0]|d;

|7 L Clld),
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Desenvolvendo o produto matriz-vector em (4.58) tem-se

7/, = Ad|,+ Bd,, + Bd;, (4.59)

7, = Bd|, + Ad,, + Bd;, (4.60)
Subtraindo (4.60) de (4.59) resulta

o~} = (4-B)(d}, —d},) (4.61)
Substituindo (4.55) e (4.56) em (4.61) resulta

7, =(4-B)d, (4.62)
Em (4.57) estéa presente a seguinte relacao

7, =Cd,, (4.63)
De (4.62) e (4.63) conclui-se que

C=A4A-B (4.64)

Quando o material € isétropo, a matriz ¢ (4.57) que relaciona 7 com d apenas

depende de dois parametros independentes, designados 4 e B.

4.3.1 - Relag¢ao inversa

No caso dos materiais isotropos € possivel obter directamente a relagdo inversa
de (4.57). Considere-se a seguinte mudanca de nomenclatura nas componentes do

tensor das tensoes € no tensor das deformagdes

o, =1, (4.65)
o, =1, (4.66)
o, = Ty (4.67)
g =d, (4.68)
& =d, (4.69)

g} = d33 (4.70)
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7y =24y, 4.71)
7y =2d,, (4.72)
7, =2d,, (4.73)

Considere-se um cubo sujeito apenas a uma tensdo normal o, (ver Fig. 4.5).

€1

Figura 4.5 - Cubo sujeito apenas a uma tensdo normal ;.

Considere-se agora a seguinte definic¢ao:

Modulo de elasticidade longitudinal ou modulo de Young (E) € a tensdo normal que

se tem de aplicar numa dada direccdo para se obter uma extensdo unitdria nessa

direc¢do. O mddulo de Young tem as dimensdes de uma tensao (e.g., N/m?2).

Atendendo a esta defini¢do tem-se para o caso representado na Fig. 4.5

o,
51 = E (4.74)

Uma vez que a uma tensdo normal de traccdo (positiva) estd sempre associado um

alongamento (extensdo positiva), o modulo de Young E ¢ sempre positivo.

Considere-se ainda a seguinte defini¢do:

Coeficiente de Poisson (V) € o quociente entre o simétrico da extensdo transversal e a

extensdo longitudinal (ver Fig. 4.5). O coeficiente de Poisson ¢ adimensional.

—&5 T4

(4.75)

& &

V=
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sendo

& =—V§

&=-Vvg

(4.76)

(4.77)

Uma vez que a um alongamento segundo x, estdo sempre associados encurtamentos

segundo x, € x;, o coeficiente de Poisson v é sempre positivo.

Se no cubo representado na Fig. 4.5 actuarem simultaneamente tensdes normais G,, G,

€ o3, resultam as seguintes extensoes

O, 0, O3
E =——V——V—
' E E E
O, O. O.
g =—V oty
E E E
O, 0, O3
E=—V_—V——
3 E E E

Matricialmente tem-se

& I1/VE -v/E —-v/E]||o
& | = I1VE -v/E||o,
& SIM. I/E || o

Invertendo esta relacao resulta

o, A B Bl|g
o, |= A Bl|g
o, SIM Al &
sendo
E(1-v)

(1+v)(1-2v)

Ev
(1+v)(1-2v)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

Considere-se agora um cubo sujeito apenas a uma tensdo tangencial t,, (ver Fig. 4.6).
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X3

Xy

Figura 4.6 - Cubo sujeito apenas a uma tensdo tangencial t,,.

Na Fig. 4.7 encontra-se representada a distor¢do y,, que ocorre como consequéncia da

accao T,.

T12
T12

=Y

Figura 4.7 - Distor¢do y,, provocada por ty,.

Considere-se a seguinte definigao:

Modulo de elasticidade transversal ou médulo de distor¢do (G) € a tensao tangencial

que se tem de aplicar para se obter uma distor¢ao unitaria. O modulo de distor¢ao tem

as dimensoes de uma tensdo (e.g., N/m2).

Atendendo a esta definigdo tem-se para o caso representado na Fig. 4.7

T

Yo =7 4

- (4.85)
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ou

1, =Gy, (4.86)

Uma vez que uma tensdo tangencial positiva provoca uma distor¢do positiva, o

modulo de distor¢ao G € sempre positivo.
Em (4.57) verifica-se que

7, = Cd, (4.87)

Atendendo a (4.73) tem-se

7, =cle (4.88)
2
De (4.86) e (4.88) conclui-se que
C=2G (4.89)

Substituindo (4.83), (4.84) e (4.89) em (4.64), obtém-se a seguinte relagdo entre E, v
eG
E(1-v) Ev

2G:(1+v)(1—2v)_(1+v)(1—2v) (4.90)

que € equivalente a

E
2(1+v)

G= (4.91)

Atendendo as conclusdes entretanto obtidas, a lei de Hooke valida para materiais

1sotropos (4.57) passa a ser expressa do seguinte modo

o, A B B 0 0 0] ¢
o, A B 0 0 0]|e¢
o, 4 0 0 0]] ¢
| G 0 0]]rs; (392
(~ SIM. G 01|y,
L%2] L Gl|7rs]

sendo 4, B e G calculados com as expressoes (4.83), (4.84) e (4.91) respectivamente.
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No caso dos materiais isotropos, a matriz que relaciona tensdes com extensdes e
distor¢des (4.92) apenas depende do modulo de Young (E) e do coeficiente de

Poisson (v), porque 4, B e G apenas dependem desses dois pardmetros.

E frequente encontrar na bibliografia uma relacio equivalente a (4.92) em que os
elementos da matriz dependem de A e de G, sendo estes dois parametros designados

constantes de Lamé.

o] [A+2G6 2 A 0 0 0][g
o, A+2G A 0 0 0]]¢
o, A42G 0 0 0|4 103
T3 - G 0 0]|yy (4.93)
(o~ SIM. G 01|y,
| 12 L G_ L V12 ]
o kv (4.94)
(1+v)(1-2v) '
E
G = 4.95
2(1+v) (4.95)

Recorrendo a (4.81) pode-se estabelecer a relagdo inversa de (4.92), que ¢ a seguinte

‘g | [I/E -v/IE -v/IE 0 0 0 |[o]
& \VE -v/E 0 0 0 o,
&, 1/E 0 0 0 o, 496
Yoy | 1/G 0 0 ||z, (4.96)
V3 SIM. 1/G 0 75
72] L 1/G]| 7,
4.3.2 - Valor maximo do coeficiente de Poisson
Adicionando as equagdes (4.78), (4.79) e (4.80) obtém-se a seguinte equagao
1 v v
&+&+¢8 = T E ((71+Uz+03) (4.97)

No Capitulo 2 a tensdao média o foi definida do seguinte modo
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1

o= (Tu +7,, + 733) = 5(01 +0, + 0'3) (4.98)

No Capitulo 3 foi demonstrado que a deformagdo volumétrica AdV /dV pode ser

calculada com a seguinte expressao

AdV
oy = d,+d,+d,; =¢+¢& +& (4.99)

Substituindo (4.98) ¢ (4.99) em (4.97) resulta

dV  E

Adv 1_2V( o) (4.100)

Uma vez que uma tensdo média positiva (trac¢do média) provoca uma deformacao

volumétrica positiva (aumento de volume), tem de se verificar sempre o seguinte

1-2v
E

>0 (4.101)

Uma vez que o mddulo de Young € sempre positivo (ver Sec¢do 4.3.1), conclui-se que

1-2v>0 (4.102)

v <05 (4.103)

Atendendo a defini¢do do coeficiente de Poisson (ver Seccao 4.3.1), conclui-se que

0<v<05 (4.104)

A valores pequenos de v correspondem materiais que apresentam pequenas
deformagdes laterais quando sdo sujeitos a deformagdes longitudinais. A valores de v

proximos de 0.5 correspondem materiais quase incompressiveis.

4.3.3 - Casos particulares

No Capitulo 2 foram apresentadas as caracteristicas do estado plano de tensdo e no
Capitulo 3 as do estado plano de deformagdo. Nestes casos particulares as relagdes
entre o estado de tensdo e o de deformacao simplificam-se. Apresentam-se em seguida
as caracteristicas destas relacdes em estados planos de tensdo e de deformagdo, em

materiais isOtropos.



4.19

4.3.3.1 - Estado plano de tensiao

Nos estados planos de tensdo considera-se que o tensor das tensdes apresenta alguns

elementos nulos (ver Capitulo 2)

o 1, 0
r=|7, 0, 0 (4.105)
0 0 O

Uma vez que o3, T,5 € T4, 530 nulos, as relagdes (4.96) passam a ser as seguintes

1
g :EO'I—EO'Z (4.106)
14 1
& Z—EGI+EO'2 (4.107)
1
712 6712 (4.108)
14 14
& :_EO-I_EO-Z (4.109)
V=73 =0 (4.110)

As equagoes (4.106), (4.107) e (4.108) podem ser agrupadas do seguinte modo

& I1/E —-v/E 0 o,
& | = 1/ E 0 ||o (4.111)
V1 SIM. 1/G|| 7,

Com a expressdo (4.109) ¢ possivel calcular a extensdo na direc¢do normal ao plano
médio (x; x,)
1%

g = —E(a1 +o,) (4.112)

A relacdo inversa de (4.111) € a seguinte

o | [E/(1-v?) Evi(1-V) 0]l ¢
o, | = E/1-v*) 01| & (4.113)
T, SIM. Gll|l7n
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O modulo de distor¢do G depende de E e de v de acordo com a equacgao (4.91).

4.3.3.2 - Estado plano de deformacao

Nos estados planos de deformagdo considera-se que o tensor das deformacdes

apresenta alguns elementos nulos (ver Capitulo 3)

dll d12 0
d=|d, d, 0 (4.114)
0 0 0

Uma vez que em (4.114) d3, d\; e dy; sdo nulos, e sabendo que &5 =dy; e y; = 2d,,

em (4.92) g, 7,5 € 5, sdo igualmente nulos, resultando

o,=A4g+Bs, (4.115)
o, =Bg+A4s (4.116)
7, =Gy, (4.117)
o, =Bég+Be¢, (4.118)
Ty, =173, =0 (4.119)

Os parametros A, B ¢ G sao calculados com as expressoes (4.83), (4.84) e (4.91)

respectivamente.

As equagoes (4.115), (4.116) e (4.117) podem ser agrupadas do seguinte modo

o, A B 0]] ¢
o, | = 4 01| ¢ (4.120)
7, SIM. Gll7,
sendo
A= M (4.121)
1+ v)(1-2v) '
Ev
B=7—""—""“—- (4.122)

(1+v)(1-2v)
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A relagdo inversa de (4.120) ¢ a seguinte

g 1+v)(1-v)/E —-v(l+Vv)/E 0 ||o
g | = (1+v)(1-v)/E 0 ||o,
V1 SIM. 1/G||r,

Adicionando as equagdes (4.115) e (4.116) resulta
o, +0, = (A+B)(g1 +52)

1

m(dl +(72)

& té& =

Substituindo (4.126) em (4.118) obtém-se

3 B
5T 4B

(0'1 +0'2)

Substituindo 4 € B por (4.121) e (4.122) resulta

o, = 1/(01 + 02)

Este resultado também poderia ser obtido considerado €, nulo em (4.96)

14 14 1
HE="F "% -I-EO'3 =0

resultando
o, = V(O'1 + 0'2)

que coincide com (4.128).

(4.123)

(4.124)

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)
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