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Resumo do Conteudo da Aula

1. Torcao de Um Veio de Seccao Circular

Um veio cilindrico sujeito a momentos torsores, sendo X o eixo coincidente com o eixo
do cilindro, esta em equilibrio se for

XM, =0

como se representa na figura 20.1.

Mt

Figura 19.1 Peca Cilindrica sujeita a Momentos Torsores

Pressupostos Fundamentais:




1- Seccoes Rectas do Cilindro permanecem Circulares e planas, apos deformacao,
rodando em torno do respectivo centro.

2- Um raio tragado sobre uma secgao recta permanece rectilineo durante a deformagao do
velo.

3- O angulo entre dois quaisquer raios no plano duma seccao recta permanece constante
durante a deformacao da barra.

4- Se se considerar um angulo de tor¢ao total pequeno nao hé variagdo do raio nem do
comprimento do veio.

Considere-se um veio cilindrico como se representa na figura 19.2 e considere-se um
troco de dimensao dx entre as seccdes AA e BB. Os pontos R e S antes da deformacao
passam a ocupar as posicdes R* e S* apos a deformagdo. A variagdo angular sofrida na
direcgao circunferencial, 0, ¢ designada por y e ¢ tal que

. S'S* do
v = lim =r— (19.1)
&-OR ¥ dx

A relagdo deformagdo — deslocamento para um veio de secgdo circular é

1 dé

1
= — = —1—
€ =57 T ik

As outras componentes do tensor das deformagdes em coordenadas cilindricas sao:
€ = En = En~En = Ex =0
O vector deslocamento num ponto ¢é

u deslocamento segundo x - eixo da barra
v deslocamento na direccao circunferencial

w deslocamento na direcgao radial

Designando por 6 a variacdo angular por unidade de comprimento, ou seja
d¢
28, =TT (19.2)

Os deslocamentos sdo



u 0
vV =<10x
W 0

Note-se que em coordenadas cilindricas as deformagdes go, sao

lou dv

o dv_g
260" 100 T dx

O tensor das deformagdes tem a forma

Exx Ex0 Exr 0 re/Q’ 0
€ox €00 €or |=|10/2 0 O
E€x &€w E&n 0 0 0

1ou dv
__+_:
roo dx

sendo y=19¢, = 0

(19.3)

(19.4)

(19.5)

dx

Figura 19.2: Deformacao de Tor¢ao

Deformagéo de Corte




A distribuicao de deformacdes na secgdo ¢ tal que o valor maximo ocorre para r igual ao
valor maximo de r, designado por R e é zero para r = 0 como se representa na figura 19.3.
As tensdes sdo obtidas por aplicagdo da Lei de Hooke Generalizada admitindo que o
comportamento do material ¢ linear elastico. O tensor das tensdes toma a forma

O'xx Tx0 Txr 0 Gre O
Tox Goo T [=|GI6 0 0 (19.6)

Trx Tro O 0 0 0

No caso de se tratar de um veio oco a distribuicdo de deformagdes também se representa
na figura 19.3.

i Y
d¢
p =R—L=R0O
R r
T T
T = GRO
R r

Figura 19.3: Distribuicio de Deformacdes e Tensdes ao longo do raio

As tensdes distribuidas na sec¢do correspondem a uma for¢a num elemento de area dA
que é

dF = tdA (19.7)



O momento resultante da distribuicdo de tensoes na seccao é
M, = J-rdF :I rtdA
A

A

(19.8)
= j r(Gro)dA = GO j A

como se representa na figura 19.4.

dF =1tdA
‘
M, = IrdF =I rtdA
A

A

= [r(Gro)dA = GO | r*dA
A A

Figura 19.4: Momento Resultante das Tensdes Distribuidas na Secc¢éao

Tendo em conta que o integral da expressao 19.8 representa 0 momento de inércia polar
da seccdo, ou seja

A

consequentemente o0 momento torsor ¢

M.
=G1,0 ou 0= 19.10
Mt Ip GIp ( )

Tendo em conta o tensor das tensdes segundo o qual, T=Gr0 e substituindo 6 da
equacao (19.10), obtém-se

= MI (19.11)
Ip

Tendo em conta que 0 = d¢/dx, a equagao 19.19 pode ser escrita com a forma



do _ M. _ [ M(x)dx
x G, O O

2. Torcao de Um Veio de Sec¢cao Oca

No caso do veio ter a sec¢do oca, a distribui¢ao de tensdes ¢ linear como se representou
na figura 19.3, sendo o momento obtido pela férmula

M, = J-rdF :J. rtdA

A A

= j r(Gro)dA = GO j A
A A
sendo dA =r do dr. Substituindo este valor na formula anterior obtém-se

fr3dr=G6§(r§—r?) (19.12)

d¢2n r
=G—|d
M dx-([ (Pr

T4 4 c
sendo 3 re—r; ) 0 momento de inércia polar.

3. Tor¢ao de Um Veio de Seccio Composta

No caso de se considerar um veio constituido por dois materiais, o material A e o
material B, como se representa na figura 19.5 com moddulos de elasticidade transversal
Ga € Gp respectivamente, as tensdes s30 1, =Gara0 € 15=Ggrg0, sendo a 1* a
tensdao no material A e a 2* a tensdo no material B.

T T
g=-_—-4 __"B
Gara Gsrs

Figura 19.5: Seccio Composta



O momento torsor € composto pelo momento torsor no material A e pelo momento torsor
no material B, ou seja

M:=Mu+Me=GaJ0+GpJ0 (19.13)

sendo J, e J0s momentos de inércia polares das regides A e B.
Os momentos de inércia polares sdo obtidos a partir das dimensdes e sao

4 4 4
=T JB:—“(r82 ra) (19.14)

O angulo de tor¢ao por unidade de comprimento, de acordo com 19.13, ¢

o M.
Gala+Ggls

Consequentemente as tensdes nos materiais A e B sdo

A= MGara e 15= M:Gsrs (1915)
GaJatGals GaJatGgls
As parcelas do momento torsor suportadas por cada um dos materiais sao
M =M 20 o =300 (19.16)
GaJatGels GaJat+Gels
Exemplo 19.1

Considere um veio de Sec¢do Circular com 5cm de diametro e admita que o pretende
substituir por um veio de sec¢do circular oca. No caso do didmetro exterior da secgdo
oca ser de 7.5 cm, qual deve ser o diametro interior de modo que a tensdo maxima no
tubo ndo se alterar. Determine o peso dos dois tubos e compare-os e diga o que conclui
dessa comparagdo. Considere o mesmo material para os dois tubos.

Resolucao

A tensdo tangencial num veio de sec¢do circular relaciona-se com o momento torsor
atraves da formula

_ Mg
Ly

No caso do veio de secgdo circular, r = 2.5cm, o momento de inércia polar é



4
I,=1=[rdA :%"= 61.3592cm4

A

e consequentemente a tensao €

_Mgr . M(x2.5
I, 613592

=0.0407M,

No caso do veio de sec¢do oca é

L B o YT S
I, 2(re ri) 2(3.25 ri)

e a tensao €

_Ma_ Mx75 2.3873% M,

I, 7x(325'-rf) (111.5664—r)
Comparando as tensdes nos dois veios obtém-se

2.3873

——— = ~=0.0407 ou r{=529104=r;=2.697cm
(111.5664—r})

O peso ¢ proporcional as areas das seccoes, € as areas sao:

Asolido = 19.635cm2 e Aoeo = 10.3317cm2

O cociente das areas € A ../ Ao = 0.5262.
Consequentemente o peso do veio oco € cerca de metade do peso do veio sélido.

Exemplo 19.2

Considere um veio de secgdo circular composta, como se representa na figura 19.6, cujo
didmetro exterior é 140mm e cujo didmetro interior é desconhecido. A tensdo maxima
instalada ¢é de 150MPa.O material A tem um modulo de rigidez transversal
GA=110GPa e o material B tem um modulo de rigidez transversal Ggz=80GPa. O

momento torsor Mr a que a pega esta sujeita é 78.5KN.m. Determine o raio interior do

veio.



Figura 19.6: Veio Composto
Resolucao

4. Teoria de Saint Vennant

Considere o veio representado na figura 19.6 sendo a sec¢do de forma arbitraria e
associado ao veio considere o sistema de eixos Oxyz sendo o eixo dos zz coincidente
com o eixo do veio, 0 veio esta sujeito a um momento torsor M; .

Figura 19.6: Veio sujeito a Torc¢ao

O deslocamento segundo o eixo ¢ designado por,w e ¢ uma fun¢do das coordenadas x,y,
ou seja

w=Ww (X,y)

As secgdes rodam sem distor¢do em torno do centro de gravidade sendo o angulo ¢,
definido em funcao de 6 do seguinte modo

6=0z

Na figura 19.7 estdo representados os deslocamentos sofridos pelo ponto P da sec¢do no
plano Ox,y , sendo as coordenadas do ponto no sistema de eixos Oxyz designadas por
X,y,Z, as quais se podem relacionar com as coordenadas polares do ponto através das
relagdes seguintes



X =T1CO0S O
y=rsena

O deslocamento PP* ¢ r¢ = r 6 z cujas componentes segundo x e y sdo u,v. O vector
deslocamento referido aos eixos dos xx e dos yy ¢ de acordo com a figura

u —rbzsena
VvV p =1 rOzcosa
w w(X,y)

—0zy

=1 0Ozx

w(X,y)

Figura 19.7: Deslocamentos segundo x e y

P*

(19.17)

As deformagdes sdao obtidas a partir dos deslocamentos, tendo em conta as relagdes
deformago6es deslocamentos, sendo o tensor das deformacoes

(53]
_+_
oy ox

du
Ox

1[811 ow
2| ot A
i 0z OX

As tensdes sdo obtidas por aplicagdo da lei de Hooke, sendo o tensor das tensdes

.fou, v
2
oy 0Ox

J

1
2

1
2

ov
oy

(m ow
_+_
0z Oy
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1
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1
2
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du awj'
_+_
0z OX
ov ow
_+_
0z Oy
ow

0z

(19.18)



o=l 0 0 G(@Hej (19.19)
By

G(@—yﬁj G[@-FXGJ 0
NS oy

As equagdes de equilibrio tomam neste caso a forma seguinte

0 0
Ota_g Yt _ o Jn Oty (19.20)
0z 0z ox Oy

Tendo em conta que as tensdes sao

TXZ:G(@—yej e TYZZG[@+X9] (19.21)
ox oy

As derivadas dos deslocamentos w sdo tais que

GM_-Gyo ¢ G 1Gxo (19.22)
Ox oy

Para assegurar a compatibilidade dos deslocamentos, pode derivar-se em ordem a 'y a 1*
equacdo e em ordem a x a 2% equacao, os resultados obtidos t€ém de ser iguais, donde se
infere a equacao de compatibilidade seguinte

0
9w _ e (19.23)

oy 0x

A solucao do problema passa pela solugdo do sistema de equagdes

a'szx + a‘l7zy =0

ox 0oy
9t Oty _ 55 (19.24)
oy 0Ox

considerando as condig¢des de fronteira seguintes

TaVx T T,yvy = 0 na superficie lateral do solido e ”A (X1y,— Y1x,)dxdy para z=0 e z=L.



A resolucdo do sistema de equacdes € possivel para alguns problemas simples recorrendo
a func¢ao de tensao.

5. Problemas Propostos para Solu¢iao na Aula

1. Um veio de seccdo circular solida de didmetro d e um veio de secgdo circular oca de
diametro interior d/2 tém o mesmo comprimento € estdo sujeitos a momentos torsores
iguais de valor \/[, . Determine a tensdo de corte maxima em cada veio e o dngulo de

tor¢ao entre os extremos de cada veio. O comprimento do veio ¢ L e o raio exterior do
veio oco € d.

2. Considere um veio composto de aluminio e ago com as dimensdes representadas na
figura e sujeito a um momento torsor de 2kN.m. Determine as tensdes de corte maximas
instaladas e determine o angulo de corte. O modulo de rigidez transversal do Aluminio ¢
27 GPa e 0 modulo de rigidez transversal do Aco ¢ 80GPa.

50mm| 100mm

| 1250mm |
I I

Figura 19.8: Veio Composto

3. Considere um veio de sec¢do circular composta, como se representa na figura 19.9,
cujo didmetro exterior é 140mm e cujo didmetro interior é desconhecido. A tensdo
maxima instalada é de 150MPa.O material A tem um modulo de rigidez transversal
GA=110GPa e o material B tem um modulo de rigidez transversal Gg=80GPa. O

momento torsor Mr a que a pega estd sujeita é 78.5KN.m. Determine o raio interior do

veio.



Figura 19.9: Veio Composto
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Resumo do Conteudo da Aula

1. Func¢ao de Tensao de Prandtl

A solugdo do problema de tor¢ao de um veio de secgdo arbitraria, na auséncia de forgas
de massa, passa pela solugdo do sistema de equacdes

%4_%:0

ox Oy
Otn %t _ 559 (20.1)
oy 0Ox

considerando as condic¢des de fronteira seguintes




TaVx T T,vy =0 na superficie lateral do sélido e M, = ”A (Xty,— Y1x,)dxdy para z=0 e
z=L.

Para resolver este problema um dos métodos disponiveis recorre a chamada funcao de
tensao de Prandtl que ¢ uma fungao tal que

2 9
Tx=——" € sz=—& (202)

verificando automaticamente as equacoes de equilibrio.

Substituindo as expressdes 20.2 na equagdo de compatibilidade obtém-se

2 2
00,09 _ )G (20.3)
ox’ 0Oy
Esta equacdo ¢ muitas vezes referida como Equacio de Poisson.

A solugdo do problema passa agora pela solugdo da equacdo de compatibilidade 20.3
sujeita as condi¢des de fronteira

15, 0
vt Tavy =0 ou 2, % g (20.4)

oy Ox

A determinacao da funcdo ¢ adequada depende da geometria da secgao.

2. Veio de Seccao Eliptica

Considere-se um veio de seccao eliptica como se representa na figura 20.1




Figura 20.1: Veio de Secc¢io Eliptica

A fungdo ¢ a considerar ¢
2

2
o=k (X—2 + é - IJ sendo k uma constante. (20.5)
a

Substituindo a func¢ao fna equagdo de compatibilidade, obtém-se

§+§:—2G6:H,
2 2
a- b

resolvendo em ordem a k obtém-se

a’b’
= (20.6)
2(b*+a’)
A fungdo de Prandtl para o veio de sec¢ao eliptica toma a forma
a’b’ Xy
¢ 2(a2+b2) (az b2 j ( )

A1? condicdo de fronteira refere-se ao contorno do veio e €

0 o 0x 0O o .
TaVxtTyvy=0 ou —(I)@ +—¢— = —(I) =0 ou seja ¢ ¢ constante no contorno exterior

Oy 0s Ox O0s  Os
do veio.

A outra condigao de fronteira diz respeito aos extremos do veio e €
_ _ % 9
M= [[, (e —yraddxdy =-[[ x>+ g XY (20.8)

por aplicacdo do teorema de Gauss obtém-se

i W) oY) _
e NGt 5y~ 20)dxdy

(20.9)
= j (xdcos(v, x) + ydcos(v, y))ds + j j 2¢dxdy

O integral estendido ao contorno ¢ nulo pela 1? condi¢do de Fronteira e 0 Momento torsor
é



M, = j j 2¢dxdy (20.10)

ou seja no caso do veio eliptico

343
na’b GO

(20.11)

No caso do veio eliptico a fungdo de Prandtl pode ser escrita em termos do Momento
torsor, com a seguinte forma

¢=—&[X—2+y—2—lj (20.12)

nab| a? b’
As tensoes sdo

_%__2My My

Txz — - 3

oy mab 21,
ro=—_2MX_Mx (20.13)
OXx Tmbg 21,
A tensdo de corte resultante é
5 1/2
1/2 2 X y
«:m=(r§x+r§y) My 2T (20.14)

mtab at b

No caso particular de ser a=b obtém-se os resultados correspondentes ao veio de sec¢ao
circular.

3. Veio de Seccao Rectangular

No caso do veio ter sec¢do rectangular, como se representa na figura 20.2 ainda ¢
possivel obter solugdo para a equacao de Poisson

2 2
90 0% __5Ge

> > sujeita a condi¢do de contorno ¢ =0 (20.15)
ax ay



X
2b
I
2a I
Figura 20.2: Seccio Rectangular
A solugdo da equacao de Poisson pode considerada com a forma
¢ =GO(x*~a*)+V(x,y) (20.16)

onde V(x,y) ¢ uma fungdo par de (x,y). Substituindo esta funcdo ¢ nas equacdes 20.15
obtém-se

viV=0 na area da Secgdo
V=0 para x=+a
V =G0O(a*—x?) paray=+b (20.17)

A solucdo destas equagdes pode ser procurada considerando o método da separacdo de
variaveis, ou seja

Vx,y)= f{(x)gy) (20.18)

Onde f(x) ¢ uma funcdo de x e g(y) ¢ uma funcao de y. Considerando esta forma para a
fun¢do V(x,y) a 1* equagdo 20.17 toma a forma

2
vV = gg—zfz +f a_g2 =gf "+fg"’=0 (20.19)
X oy

sendo f'" e g'” as segundas derivadas de f e g em ordem a x e y respectivamente.
Para que a equacao 20.19 seja verificada € necessario que seja

f? o % (20.20)

onde )’ representa uma constante positiva. As equagdes 20.20 podem ser escritas com a
forma



"+ f=0¢ g'-)’g=0 (20.21)
cujas solucdes sao

f = A cosAx + Bsenix

(20.22)
g = A cosh Ay + DsenhAy

Tendo em conta que V(x,y) tem de ser uma funcdo par em x e y, as constantes B e D
devem ser nulas, B=D=0, a fungdo V toma entao a forma

V = A cosAx coshALy (20.23)
Onde A representa uma constante arbitraria.

Para que a 2? condigdo de 20.17, V=0 para x=+a, se verifique ¢ necessario que seja

), = AT (20.24)
2a

Para verificar a 3* condigdo de 20.17, considera-se

V= Z Ancos%cosh— (20.25)

Considerando este desenvolvimento em série a equagdo harmonica, VvV =0 , é
verificada, assim como a 2* condi¢ao de 20.17, a verificacdo da 3* condi¢ao implica que
seja

0

3 o8 = GO(x~a’) = f(x) (20.26)
n=13,5,... 2a
onde
nnb
Cn=Ancosh—— (20.27)
2a

Para obter o coeficiente C,, de acordo com a Teoria das Séries de Fourier, multiplica-se

ambos os membros da equagdo 20.26 por cos(nmx/2a) e integra-se entre —a e +a,
obtendo-se

c.=1 [ £(x) cos =dx (20.28)
a’ 2a



Tendo em conta que f(x)cos (nnx/2a)= GO(a”—x?) cos (nmx/2a) é simétrica em relagdo a
x=0, pode escrever-se

ZGE) x> —a’ cos % 4x 20.29
2a
ou
Cn=ZTGe X cos—dx 2G9aJ.cos2—adx (20.30)

0

Este integral pode ser facilmente por uso de tabelas de integrais, obtendo-se

-32G6(-1)"""
3

n= 3 (20.31)
nm
Tendo em conta as relagdes 20.27 ¢ 20.31, obtém-se a constante
_-32G6(-1)""”
A (=) (20.32)
nnb
7 cosh——
2a
consequentemente a fungdo de Prandtl ¢ toma a forma
(n-1)/2 nmx nmy
: . (-1) cos——cosh —2
¢=GO(a’—x") - 32G? iy 2a 2a (20.33)
7T n=1,3,5... h @
n’cos
2a
A fungdo ¢, para b/a — oo, toma o valor aproximado de
¢ =GO(a’~x?) (20.34)

Tendo em conta que cosh(y) =1+ y2/2 + y4/4 M
As tensdes obtém-se considerando as equagdes 20.2 € 20.33 e sdao

C\@-D2 nmx nmy
o6 16Goa i (-1) cos 0 senh—= o
1

- 2
nnb
oy T n=135.. n2cosh 5

a




(_1)(n—1)/2S nmnx hﬂ

© €n——CosS
Ty = 2 5Gex - 16Gzea > 2a 2a (20.35)
0x T n=135.. n’cosh L’tb
2a

O momento ¢ de acordo com 20.10

M. = [[ 2¢dxdy =GJo (20.36)
A

2a)’(2b -
sendo J:( a)3( ){1—192{3} Z L5‘£angh@}.

5
7 Lb n=1,3,5,... 1 2a

No caso particular de ser b/a — o o termo dentro de paréntesis na expressao de J toma o
valor unitario e J tende para o valor fora de paréntesis.

4. Tensoes Maximas numa Seccdo Rectangular. Formulas Aproximadas.

Considerando uma secgao rectangular de dimensdes bxa sendo b o lado maior e a o lado
menor como se representa na figura 20.3. A tensdo maxima ocorre nos pontos A, A e ¢
dada pela formula

1M
o ba2

Tmax —

(20.37)

sendo a um coeficiente dependente do cociente b/a, cujos valores sdo dados pelos valores
indicados na tabela 20.1.

1
1
1
1
1
]
1
1
Sy (g DA

Figura 20.3: Seccio Rectangular

O angulo de tor¢ao por unidade de comprimento 6 ¢ dado pela equacao



0=
Clba
sendo o valor numérico de ¢, indicado na tabela 20.1

ou seja C=GJ, = ¢ba’G (20.38)

t
‘G

N=b/a 1.00 1.50 2.00 3.00 4.00 o0
o= 01/02 0.208 0.231 0.246 0.267 0.282 0.333
Ci 0.141 0.196 0.229 0.263 0.281 0.333
C2 0.675 0.852 0.928 0.977 0.990 1.000
B 0.208 0.270 0.309 0.354 0.379 0.448
n= cl/c§ 0.310 0.270 0.266 0.276 0.288 0.334
Tabela 20.1

Paran>4, ¢, e ¢, =¢;/a sdo dados pelas formulas aproximadas:

- —; =1- -1 20.39
3 3 Ci ( )

n

1 0.630 1 0.650
a=7|1- = 3
l+n

A tensdo T nos pontos B, B no meio dos lados de menor dimensao ¢ dada pela formula
_1IM

= B b’
os valores de b estdo indicados na tabela 20.1.

. (20.40)

No caso particular da sec¢ao quadrada as tensdes e o angulo de tor¢ao por unidade de
comprimento sdo dadas pelas formulas

L Mo g L M

- Mo = . C=GI,=0.141p'G 20.41
0.208 b’ 0.141 b'G Iy b ( )

T max

No caso de ser b>>a, rectangulo muito delgado, b/a— o e a—1/3 e as equacdes de t e q
tomam a forma

Tmax — 31\/[; = Ggaa 0= 3Mt ;

ba ba'G’

C=GJ, = %bng (20.42)

5. Seccoes Abertas de parede delgada

Para as sec¢des de paredes delgadas representadas na figura 20.4, a teoria da elasticidade
e a experiéncia mostram que se podem utilizar as féormulas 20.42, considerando a igual a
espessura média e b igual ao comprimento total.




Figura 20.4: Seccoes Abertas de Paredes Delgadas

No caso das secgdes representadas na figura 20.5 que também sdo sec¢des abertas de
paredes delgadas, pode admitir-se sem grande erro que os diferentes rectangulos de
dimensdes a; Xb; que compdem a sec¢do resistem a tor¢ao independentemente uns dos

outros. Podendo escrever-se

G n
i=l1
sendo n o nimero de rectdngulos do perfil. O coeficiente k ¢ em geral ligeiramente
superior a 1 para ter em conta o facto de os angulos estarem amaciados como se
representa na figura 20.5

Figura 20.5: Seccoes Abertas
Estes resultados sdo confirmados pelos ensaios de Foppl assim como pelos trabalhos
tedricos baseados na teoria da elasticidade. Foppl aconselha a usar-se k=1 para as
cantoneiras, k=1.1 para os perfis em U e T e K=1.25 para os perfis em duplo T.
A tensdo tangencial méaxima para a secc¢ao ¢ sempre dada pela formula
t1=G0O,; sendo 6=M,/C

Estes resultados nao sao validos quando a tor¢do ¢ nao uniforme.

6. Analogia de Membrana de Prandtl

O método da analogia de Membrana de Prandtl foi originariamente proposto em 1903 ¢ e
tira partido da semelhanga existente entre a equacao de Poisson
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e a equacdo de equilibrio de forgas, na direc¢do do eixo dos zz, da membrana sujeita a
uma pressao lateral p, é
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onde z representa o deslocamento lateral da membrana em termos de uma pressao lateral

de intensidade p (for¢a por unidade de area) e uma forga inicial por unidade de
comprimento S, trac¢do inicial, como se representa na figura 20.6
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Figura 20.6 Membrana sujeita a pressao lateral

Prandtl mostrou que as deformagdes de corte numa barra eléstica rectilinea sujeita a um
momento torsor estdo relacionadas com as inclinagdes da membrana estendida num
orificio de uma placa plana e sujeita a uma pressao p, considerando o orificio com a
forma da seccdo recta da barra e a membrana ligada a fronteira do orificio.

Comparando as equagoes 20.36 e 20.37 pode afirmar-se que

z =C¢ ep/S=C2GO (20.38)

sendo C uma constante de proporcionalidade.
Nestas condigoes ¢é
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De acordo com isto a fung¢do de Prandtl é proporcional ao deslocamento de membrana z e
como as tensodes de corte sdo consideradas iguais as derivadas da funcdo ¢ , estas tensoes
sdo proporcionais as derivadas do deslocamento, z, da membrana em ordem a x € y na
placa a qual a membrana est4 ligada. Sendo assim a imagem da distribui¢do de tensoes ¢
facilmente visualizada através da imagem da forma da inclinagdo da membrana
correspondente. O momento torsor por sua vez ¢ proporcional ao volume limitado pela
membrana e pelo plano Oxy, tendo em conta a equacdo 20.10. Nestas condicdes ¢
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O método da analogia de membrana, ndo ¢ hoje muito utilizado na pratica e tem um valor
meramente historico, para mais detalhes sobre o método da analogia de membrana podem
consultar os apontamentos de Mecanica dos Solidos de J. F. Silva Gomes.

7- Problemas Propostos para Resolu¢cio nas Aulas

1. Calcule o cociente entre as tensdes maxima e o cociente entre os angulos de tor¢ao
produzidos para um mesmo momento torsor numa barra de sec¢do rectangular tendo
b/a=3 e numa barra de secgdo circular com area equivalente a sec¢do rectangular.
Considere as barras com o mesmo comprimento e construidas do mesmo material.~

2. Determine a tensdo mdaxima instalada e o angulo de tor¢cdo por unidade de
comprimento numa cantoneira 100x100x10mm, submetida a um momento torsor de
1kN.m.

3. Mostre que a funcao de tensao

¢=C2}—:[X—\/§y—2?a}[x+\/§y—2—;}[x+i}
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¢ adequada para efeitos de céalculo das tensdes num tridngulo equildtero com a forma
representada na figura 20.7. Determine as tensdes tangenciais.
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Figura 20.7: Triangulo Equlilitero

8- Leituras a Efectuar nas Horas de Estudo
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1989.
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