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4 Leis Constitutivas

As propriedades dos materiais sdo especificadas por equacdes constitutivas, também chamadas leis
constitutivas. Uma equacado que relaciona as tensdoes com as deformacbes descreve as propriedades mecanicas
de um material e é, portanto, uma equacao constitutiva. Existem outras equagdes constitutivas como as que
descrevem as caracteristicas dos materiais de transmissao de calor, de resisténcia elétrica, etc. (Bower 2010).

Nomenclatura:

[Gij] - Tensor das tensdes E..\ - tensor de rigidez

ijkl

[ed - Tensor das pequenas deformagdes

Bij - Cossenos diretores

uix — coeficientes de Chencov

Sjia tensor de flexibilidade

A, W - constantes de Lamé

ni,jx — coeficientes de Rabinovich

O tensor das tensOes pode ser representado em notacgdo indicial oy, i, j= 1, 2, 3 ou matricial, Eq.(4.1)

c511 612 013 Gxx ny ze Gxx Txy Xz
[Gij}z Gy Oy Oyp|=(0, O, O, (=T, O, T, (4.1)
G31 032 G33 sz Gzy Gzz sz zy Gzz

em que x1= X, X= Y, X3= z indicam as coordenadas cartesianas relativamente as quais as componentes do tensor
das tensdes sao definidas.

O tensor das deformagdes pode igualmente ser representado em notagao indicial ej;, i, j= 1, 2, 3 ou matricial

€ . Y L Y
o o e o XX 2 Xy 2 Xz
11 12 13 XX Xy Xz 1 1
|:eij} =|€yn €n €y |= eyx eyy vz | = Esz eyy Esz (4.2)
e31 e32 e33 ezx ezy ezz 1 1
57 Y €
_2 zX 2 zy 7z |

As componentes do tensor das tensdes ou do tensor das deformagdes mudam quando o referencial muda.

No referencial x’1, x’2, X'3 com a mesma origem mas diferente orientac¢do, as coordenadas estdo relacionadas
por:

X' =B X (4.3)
em que Bj; sdo os cossenos diretores do eixo x’; relativamente ao eixo x; . As componentes do tensor das tensées
e do tensor das deformacgdes estdo relacionadas pela Eq. (4.4):

(4.4)

Glij =BikBjIle e'ij =Bikle €
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4.1 Solidos de Hooke

Neste capitulo iremos apresentar as equacdes que descrevem o comportamento mecanico dos soélidos linear-
eldsticos, também chamados sélidos de Hooke porque obedecem a Lei de Hooke (Skrzypek and Ganczarski
2015). Essa lei assume que o tensor das tensdes é proporcional ao tensor das deformacdes infinitesimal.

Oy = Eijkl € € = SijkIGkI (4.5)
em que os tensores de quarta ordem Ejj e Siju sdo tensores de constantes ou médulos elasticos (independentes
do estado de tensdo e deformacgdo) designados respetivamente por tensor de rigidez e tensor de flexibilidade.
Esses tensores sdo definidos por 3% = 81 constantes pois i, j, k, | = 1, 2, 3. A simetria dos tensores da tens3o e da
deformagdo, oj; = gji e ejj = g;, implica

Eijkl = Ejikl = Eijlk Sijkl = Sjikl = Sijlk (4.6)
Devido a estas condi¢des de simetria, das 81 componentes dos tensores de rigidez e flexibilidade apenas 36 sdo

independentes. Alem disso, devido a propriedades termodinamicas, mostra-se que, em geral, dessas 36
constantes apenas 21 sdo independentes.

4.2 Isotropia

Quando as propriedades mecanicas de um material ndo dependem da direcao diz-se que este é isotrdpico. Caso
contrario é anisotrdpico.

Podemos imaginar que rodamos uma amostra de um material e realizamos um ensaio mecanico nessa amostra.
Se o resultado for igual ao que obtivemos se a amostra ndo fosse rodada (sublinhe-se, para qualquer rotacdo),
entdo o material é isotrdpico.

Para dar uma defini¢do precisa de isotropia utilizamos a equacdo constitutiva: um material é isotrépico se a sua
lei constitutiva fica inalterada quando sujeita a transformacgdes de coordenadas ortogonais.

Por exemplo, se a lei constitutiva for o; = E;;; €, entdo no novo referencial, relacionado com o primeiro por

x v . o
uma transformacdo ortogonal, ';; = Ej, €' . Istoimplica que

Eijkl =BimBjanoBlp Emnop (4-7)

para todas as matrizes ortogonais (Bj;). Pode-se mostrar que a isotropia permite reduzir a especificagao de Ejjx a
duas constantes A e , tal que

Ein =A0;04 + 218,09, (4.8)

em que §;; é o delta de Kronecker. A lei constitutiva fica com a forma

O =A€yd; + 2},teij (4.9)

Esta relagdo pode ser invertida, dando a deformagdo (ej) que corresponde a um estado de tensdo (o)

1 A
eij = Z Gij — Mckk&j (410)

Os parametros do material A e p designam-se por constantes de Lamé.
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Algumas solugdes particulares permitem relacionar as constantes materiais G, E e v usadas em engenharia com
as constantes de Lamé.

4.2.1 Corte puro

O campo de deslocamentos é dado por: u; =y az, uz = us = 0; conforme a Figura 4-1.

A X
vz
v
pitL E c
7 -7
/ /
/ /
/ 1/ Xj
A B u

Figura 4-1- Deformacgdo de corte puro.

os tensores das deformacgdes e das tensdes sao

0O vy O 0 O
[eJ:% y 00 [o;]=|t 0 0 (4.11)
0 00 000

com T =Y. Aresposta ao corte do corpo é determinada por p que se designa em Mecanica dos Materiais por

G, o mdodulo de corte.

4.2.2 Trac¢ao uniaxial

Neste caso é preferivel utilizar a lei constitutiva invertida para dar deformagdes em fungao das tensdes. Para o
estado de tensdo dado por

c 00
[o;]=|0 0 0 (4.12)
0 00

o tensor das deformacgdes correspondente é dado por

e O 0
[e;]=|0 —ve 0O (4.13)
0 0 -—ve

com e =0/ E. O mdédulo de Young E é o quociente entre a tensdo o e a deformacdo longitudinal “e” originada
pela tensdo; o coeficiente de Poisson v é o quociente entre a contracdo lateral e a deformacao longitudinal numa
barra em tragdo uniaxial. Estas duas constantes materiais relacionam-se com as constantes de Lamé por

3L +2 A
E = },L—M V=—— (4.14)
A+l Z(X + p)
A relacdo constitutiva para materiais elasticos, lineares e isotrépicos pode agora ser escrita utilizando o mddulo
de Young e o coeficiente de Poisson
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e, = é[(uv)oij ~VG 3, (4.15)

G—E(e+ve6] (4.16)
T L) Ty '

4.2.3 Exemplo 4.1 - Relacdo entre moédulos para materiais isotrépicos.

Considere uma placa fina feita de material que obedece a lei de Hooke isotrdpica. O carregamento da placa da

origem ao seguinte estado de tensdo o, =—-0,, =0 (constante) e todos os outros componentes nulos.

Determine a tensdo e a deformacgdo num plano a 452 com os eixos x e y para concluirque G=E /(2 (1 + v)) num
material isotrépico.

Resolucao

A partir do estado de tensdo e aplicando a Lei de Hooke, obtemos as deformacgdes:

!

gt
*U 1 v (1+V) v 1 (1+v)
yy SXX=EGXX— L €y = “E%w |TESw =T g °
Subtraindo uma da outra:
2(1+v)
Exx ~Eyy = £ o

T

Com a relagdo entre a tensdo de corte e a distor¢ao:

1 1
ny :_Txy ==0

G G

A fazendo agora o circulo de Mohr para as deformacdes, obtemos:

1 g, —¢€ E

Y &y =g —¢ tant G=———
5 Viy = Exx ~ Eyy e portanto 2(1+7)

4.3 Soélidos de Hooke anisotrépicos

O conceito de isotropia é Util para descrever materiais policristalinos ou materiais compdsitos com particulas
(ndo com fibras) ja que reduz ao maximo o nimero de constantes independentes do material. Noutros casos é
necessario considerar o material como anisotrépico e as componentes dos tensores de rigidez Ejq e de
flexibilidade Siju dependem do referencial utilizado. Faremos nesta seccdo uma classificagdo de materiais
anisotrépicos em relacdo a simetrias dos tensores elasticos.

Draft 0.1- 30-12-2015 Pag. 47



TECNICO . als A .
@ LISBOA Departamento de Engenharia Mecanica Mecéanica dos Sélidos 2015/2016

Como referido anteriormente, esses tensores tém 81 componentes das quais 21 independentes. Para simplificar
a descricdo desses tensores utiliza-se uma notacdo matricial, representando os tensores da tensdo e da

deformagdo como vetores coluna com 6 componentes:

Gy B 1 1 Exx
ny XX E YXy E Yz gyy
cSxx Xy sz G 1 1 €
Y44 Y44
T c T — =Y e =Y 4.17
yz wootyz T, o v wo ol Yy (4.17)
’sz zy Gzz l l
’CXZ —_ 'Y —_ 'Y e 'YXZ
2 X 2 zy 2z
Txy - yxy
As relagdes tensdo-deformacao escrevem-se na forma matricial, utilizando
Gxx Ell E12 El3 El4 ElS E16 8xx
Oyy E21 Ezz Ezs E24 Ezs E26 Eyy
Oz E31 E32 E33 E34 E35 E36 €, ( )
4.18
Ty E41 E42 E43 E44 E45 E46 Ty
Tz E51 Esz E53 E54 E55 Ese Y xz
Tyy _E61 Ee: Ess Ea Ees Eee_ Yy
8xx Sll S12 S13 S14 S15 S16 Gxx
Eyy S21 Szz 823 S24 S25 S26 Oyy
€, S31 Ssz 833 S34 S35 836 P ( )
4.19
Yy Si Si Siz S Sis Sk || Ty
¥z S Ss Sz Ssy Sis Sy || ke
Yy 1St Sz Ses Ser Ses Ses | | Twy

4.3.1 Anisotropia triclinica

Neste caso as matrizes de rigidez e de flexibilidade sdo cheias e tém a seguinte representacdo
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1 -V —V, T]yz,x nxz,x an,X

Exx Eyy Ezz Gyz ze ny

_ny 1 _sz nyz,y T]xz,y T]xy,y
Sxx Exx Eyy Ezz Gyz ze ny Gxx
8yy _vxz _VyZ 1 1’]yz,z nxz,z 1’]xy,z ny
€2 Exx Eyy EZZ G yz G Xz G Xy Oz
sz T]x,yz T]y,yz nz,yz 1 l’lxz,yz l"lxy,yz Tyz (4.20)
Vi Exx Eyy Ezz Gyz ze ny Txz
YXy Tlx,xz Tly,xz 1ﬂlz,xz Myz,xz 1 Mxy,xz Txy

Exx Eyy Ezz Gyz ze ny

T]x,xy T]y,xy T]z,xy Myz,xy MXZ,Xy 1

B Exx Eyy Ezz Gyz ze ny i

Podemos identificar 5 tipos de constantes eldsticas:

Ei — 3 mddulos axiais (generalizacdo do mddulo de Young)

Gij— 3 mddulos de corte em planos paralelos aos planos do referencial (i # j)

vij— 3 coeficientes de Poisson, caraterizando contracao na dire¢do j quando é aplicada tensdo na diregdoi (i # j)

Mix — 3 coeficientes de Chencov, caraterizando deformagdes de corte em planos kl paralelos aos planos do
referencial devido a tensdes de corte atuando em planos ij (ij # kl)

nijx — 9 coeficientes de Rabinovich, caraterizando deformagdes de corte em planos jk devido a tensées normais
aplicadas na diregdo i

O numero total de constantes referidas é 21. As outras constantes apresentadas na matriz de flexibilidade nado
sdo independentes pois obtém-se pelas condi¢Ges de simetria:

ﬁ:ﬁ Mij. _ Mo i M:h
E. E. G, G, Ei Gy

ii ji ij ii

(4.21)

A anisotropia triclinica corresponde ao caso mais geral de anisotropia em que nao existe nenhum referencial

para o qual se consegue anular qualquer componente das matrizes de constantes elasticas.

4.3.2 Anisotropia ortotrépica

A maioria dos materiais de engenharia possui propriedades de simetria que implicam uma redug¢édo do nimero
de constantes do material diferentes de zero. Nesse caso, em determinado referencial que reconheca essa
simetria, as matrizes de rigidez e flexibilidade deixam de ser cheias e passam a ter muitos elementos nulos.

E 0 caso de um material fibroso em que as fibras estdo alinhadas na dire¢do dos eixos x, y e z. Tal material tem
3 planos ortogonais de simetria e designa-se ortotrépico. Pode-se mostrar que nesse caso tanto os 9 coeficientes
de Rabinovich nijx como os 3 coeficientes de Chencov W« sdo nulos e portanto ndo existe acoplamento entre
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tensdes de corte e extensdes longitudinais, e as deformacbes de corte sdao produzidas exclusivamente por

tensdes de corte que atuam nesses planos, conduzindo a seguinte matriz de flexibilidade:

1 _VYX —Vax 0 0 0
Exx Eyy Ezz
-V %
a4 ! Y0 0 0
8XX EXX Eyy EZZ GXX
| Me e L5 g o ||
’szz _ Exx Eyy Ezz G, ( )
y z T - 4.22
’ o o o = o ol
YXZ GyZ TXZ
Tx Ty
’ o o o o 1 o™
0 0 0 0 0 i
G,
com as seguintes condi¢Bes de simetria:
VVX VXy sz sz VZY VyZ
—== =2 —==— (4.23)
Eyy Exx Ezz Exx Ezz Eyy

No caso de ortotropia o numero de constantes independentes é 9: 3 mddulos de Young generalizados, 3

madulos de corte generalizados e 3 coeficientes de Poisson generalizados.

4.4 Isotropia transversal

Este modelo de lei constitutiva é mais simples que o anterior e justifica-se em muitas aplica¢des. Voltando ao

exemplo de material fibroso, se ndo existirem fibras no plano xy, ou se as fibras estiverem distribuidas ao acaso

nesse plano, o material é isotropico no plano xy. Nesse caso

E,.=E G,=6G

XX yy Xz yz

E

2 = Vyz Gy = ——7—— 4.24
’ " T 2@ +v) (424
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Y _
l Xy sz O 0 O
EXX EXX EZZ
-V _
v L a9 g
8XX EXX EXX EZZ GX)(
8yy Vi Vi 1 0 0 0 Gy
€4 Exx Exx Ezz G,
’sz - 0 0 0 i 0 0 Tyz (4.25)
¥z GyZ Tz
Yy o o o o = o |l™
GyZ
0 0 0 0 0 i
G

No caso de isotropia transversal o nimero de constantes independentes é 5.

4.5 Simetria cubica

Neste caso é possivel uma redugao adicional do nimero de constantes independentes para 3 uma vez que

Exx = Eyy = Ezz =E ze = Gyz = ny =G Ve =Vy =Vy =V (4.26)
1y Y g 0 o
E E E
% 1 v
- - _—_ 0 0 o0
Sxx E E E Gxx
c c
I A N |
&2 | E E E Ou
Tye 0o 0 0o X o oll™ 27
YXZ G TXZ
1 T
Vxy 0 0 0 0 — O Xy
G
0 0 0 0 O l

Contudo ndo existe relacdo entre E, G e v.

Um exemplo de materiais com esta simetria sdo as ligas de niquel monocristal utilizadas para as turbinas dos
motores de avido.

4.6 Isotropia

Neste caso duas constantes caraterizam as propriedades mecanicas do material. Entre E, G e v existe a relagdo
G=E/(2(1+v)). AleideHooke isotrépica toma a forma
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R A A 0 0
E E E
% 1 Y
—— = = 0 0 0
€xx E E E O yx
Bl |_y Yy 1 0 o ||
8ZZ E E E cSZZ
N 2(1 (4.28)
YyZ o O 0 ( + V) O O Tyz
’YXZ E ’CXZ
Yol |0 0 o o ALY o s,
E
2(1
0 0 0 0 0 ( gv)
Com as relagGes adicionais:
Ev E
G= A= Ks———— G= 4.29
H (1+v)(1-2v) 3(1-2v) 20ryy %

em que k é o médulo de compressibilidade volumétrica.

No caso particular de tensdo plana no plano xy, a matriz de rigidez e a matriz de flexibilidade podem ser
reduzidas as seguintes matrizes de 3X3

6,,=0=c¢, = —L(axx + ayy) T, =T1,=0 (4.30)
1-v
E vE ]
N 1-v? 1-v? -
vE E
Ow (= 1-vZ 147 0 Eyy (4.31)
Txy YXy
0 0 E
] 2(1+ v)_
1 v
8XX E E GXX
-v 1
Ew (™ E E 0 Gy (4.32)
Ty 2(1+v) |
o o 2
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4.7 Problemas Resolvidos

4.7.1 Exemplo 4.2 - Problema tensoes/deformacoes e dire¢oes principais

O estado de tensdao num ponto P é

1 0 2 a) Obter as tensdes principais e as respetivas diregdes principais de tensdo
-lo 1 0 |MPa ) Obter a maxima tensdo de corte no ponto P
2 0 -2 ¢) Adirecdo normal ao plano onde ocorre a maxima tensdo de corte
d) Escrever o tensor das tensdes no referencial de c)

e) Calcular o tensor das deformagbes para um material com E=70GPa and
v=0.3

O

Resolucao:

a) Resolver |G—7L|| =0 para obter as tensdes principais

1-» 0 2

lo-M=0&| 0 1-1 0/=0& (1-1)(-2-1)-4(1-2)=0
2 0

(1-2)[(@-2)(-2-2)-4]=0< (1-2)[A* +1-6]=0

c,=2 c,=1 6, =-3

Ou, usando o circulo de Mohr, considerar apenas o plano XZ, pois Y ja é direcao principal de tensdo (ndo ha

tensdo de corte em [O‘] associada a linha e coluna 2). Assim, temos:

12 02
Oee, = 2 _9 | T2 Z(22)

center{ +(2 ),o = —1, }

Radius = +22 = /é >
4 2

N

:C+R:—l+§:2
2 2
S

Como se pode ver, ambos os métodos deram os mesmos resultados.

Direcoes principais de tens3o:
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Resolver para A, =2:

-1 0 2|[n 0
[g—hll]{n}={0} & 0 -1 0 |yn,r=+40
2 0 —4||n, 0
—n,+2n,=0 n=2
o n,=2n, ! . o 1
<4 -n,=0 —4n,=0 normalizing n®=—=(2 0 1)
n,=0 \/g
2n, —4n, =0 n,=1
Como ja sabiamos que n®=(0 1 O)
1 & & & 1
O terceiro vetor préprio pode facilmente ser obtido por n® =n®xn®=—(2 0 1 =—{—1 0 2}
V5 0 1 0 V5

03—01|: 2-(-3)
2 | 2

b) A maximatensdodecorteé Tt . =

N | o1

Que corresponde ao raio do circulo de Mohr maior. Relembrar de que em 3D, temos 3 circulos de Mohr
correspondentes a cada plano:

c) Sabemos antecipadamente que a maxima tensdo de corte atua num plano perpendicular ao plano

definido por n® , n® rodado 45° em torno do eixo N® . A normal N, pode ser obtida por

1
E(1 0 3)

n, //(n®+n®)e<n [/ 0 3)<=n,=

d) A partir do circulo de Mohr de b) facilmente se escreve o tensor das tensées::
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1 5] Notar o valor “-Radius” da convengao dos sentidos
Center 0 -—Radius ) 0 ) ao desenhar no plano de Mohr
c= 0 1 0 =0 1 0 [MPa
—Radius 0  Center 5 0 1
L 2 2.
1
e) A equagdo constitutiva para materiais elasticos é €;; = E[(1+ V)Gij - VSUGKK]
Neste exemplo O =1+1+(-2) =0, e portanto &= 1[(1+ U)Gij:l
(1)102 (103)102 1 0 2
+V +0.
¢ ="g—0 1 0 xlOG:WO 1 0 |x10°=2x10°/0 1 O
X
2 0 -2 2 0 -2 2 0 -2

4.7.2 Exemplo 4.3 - Equacao de equilibrio de uma barra

Obter a equacgdo de equilibrio da barra com carregamento axial. P(x) P (X) P(x + dx)
— |— = — | ——
X ax X +dx

Resolucdo

Fazendo o equilibrio na dire¢do x: ZFX =0 <P(x+dx) —P(x) + deX =0

P(x +dx) —P(x
Dividindo por dx: ( )—PX) +p_ =0
dx X

oP
E fazendo o limite quando dx — O: x +p,=0
X

P Ol

u
Como se tem =P=0c__A=(Ee_, JA=EA—X
XX XX oX

c, =—
XX A
E substituindo na equacdo de equilibrio, obtemos a equacao diferencial:

i(EAaUXj+ p, =0
OX OX

0
Note-se que EA pode ser extraido de 8_( ) se, e sO se, forem constantes ao longo da barra.
X
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4.7.3 Exemplo 4.4 - Relacao tensao/deformacao

Para um sdlido eldstico, linear e isotrépico, E= 200 GPa, v = 0.3 e o estado de tensdo é dado por:
12 0 4

c=|0 0 O0][mpa]
4 0 6

a) Determine o tensor das deformac&es no corpo.

b) Inverta a Eq. (4.15) para obter as componentes do tensor das tensdes em fungdo das componentes do tensor
das deformacgdes. Apresente o resultado em termos das constantes G=t/yev,emvezdeEev.

c) Considere a viga encastrada representada na Figura 4-2, sujeita a uma forga P. Estabelega as condi¢Ges de
fronteira de tensdo nas cinco faces onde existem tensdes aplicadas (que podem ser nulas).

I [
o
C
|

1Y

Figura 4-2 — Estado de TensGo numa viga.

d) Determine as constantes A e B para a distribuicdo de tensdes ox= A Xy, Tx,= B + y? da alinea c), que

tc®
verifica todas as equacdes e condigGes.

Resolucdo

1
A) Tendo €; = E[(l‘i‘ V)Gij —VBiijkJ Onde o,, =tracoc =18MPa obtém-se

. 12 0 4 100
eijzE (1+v)[0 0 0|-18v|0 1 O
I 4 0 6 0 0 1
. [12+12v 0 4+4v 1 00 . 12-6v 0  4+4v
eij:E 0 0 ~18v|0 1 0 == 0 ~18v 0 |=
4+4v 0 6+6v 0 0 1 444y 0 6-12v
" 102 0 . 5.1x107° 2.6x107°
M 0 —54 O = O —27 X 10_5 O
“ls2 0 24| |26x10° 0 1.2%x10°

B) Deeg;= é[(1+ V)Gij —VSiijk] fazendo o termo
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E

1
€ :EI:(1+V)O-kk _3V0-kk:| < Ee, =(1-2v)o, < 0y T1-2v

ekk

1
Substituindo o, em €;; =E[(1+ V)Gij —Vé}jo'kk] obtém-se

1 E 1+v A%
eij = E|:(:|__|_ V)Gij _V8ijmekk:| = eij = |:?Gij _Sij 1— Zv_ekk}

1+v \Y% _E \Y
?Gij = eij +8ijmekk 0= m eij +9 €k

Fazendo G = temos rij(para ) — i(eij) = E (5 = LVU =Gy, = E =2G
y 1+v 1+vi2 ) 2(1+v)

\Y
E finalmente o;; = 2G (eij +9; ﬁekk)
—-2v
c) nas quatro faces longitudinais o vetor tensdo é nulo. Assim:

faces y=#cic,=1,=1,=0 z=+

t
Oux Tyx Tx -1 O x =t y=rc
T.=o;n;=|1, Oy T | 0 |=—|1, | emquec,, =0 T,,=0 j I Ty =P
__ty=-c
TXZ Tyz GZZ 0 TXZ z
N 3P 2
d) Astensdessdo o, =AXY Ty =B+——=
4tc

0G .

Da equacdo de equilibrio 8_“ +b. =0, na auséncia de forgas volumicas:
X .
j

0 ot 3p 3P

D 4 ™ 0 Ay + Yy=0=A=——F

OX oy 2tc 2tc
Da condigdo de fronteira T, =0 em y=1xCvem B+ 3P3 c®=0 = B:—i
4tc 4tc
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4.7.4 Exemplo 4.5 - Barra anisotrépica a tracao

Y

A lei de Hooke generalizada é:

8XX

Eyy

€

Yy
’YXZ
yXy

w w w w
N N
w N

N
N

~
IN

w (72] (72] w w w
S w
(&3] B~

Exemplo adaptado de (Lekhnitskii 1981).

Considere a barra prismatica (de area da secgdo transversal A) feita de
um material homogéneo e anisotrépico, de acordo com a figura. A barra
estd fixa na face superior e sujeita a forca P na extremidade livre.

O material obedece a Lei de Hooke generalizada sendo Sj; as constantes
eldsticas.

Admite-se vélido o Principio de Saint-Venant.

Admite-se que a forga P e a rea¢do na face superior sdo uniformemente
distribuidas nas respetivas secgdes, assim:

P
Cc,=— Gxxzcyy:ryz:txzztxyzo
A

SlG ] GXX

S2 | |Ow

S35 || Oz

S46 ’Cyz

856 TXZ

Ses | | Txy

Como a Unica tensdo ndo nula é o,, =P/ A, obtemos

€y Si3
Eyy Sy3
822 _ E 333
Tyz A S3a
’YXZ S35
Vxy S36
E como
_au .
XX GX yy
1
Y, =2¢€, =2—
yz yz 2 (

ou ow 1(ou ov

Ve = 2(82 ax) Txy = By 2(8y axj
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Por integracdo pode-se obter, onde @, @,, @;, Uy, V,, W, sdo constantes provenientes de deslocamentos de

corpo rigido, que nao contribuem para a deformacao:
P

u :K(smx+s%y+sgt.)z)+oazz—oa3y+u0
P

V=K(sz3y+s34z )+ ©X —@,Z + V,

P
W=K(3332 )+ @Y — @,X + W,

@y, 0,, @, estdo relacionados com rotagdes em torno dos eixos coordenados e Uy, V,, W, com deslocamentos

ao longo desses eixos.
Admitindo que para x=y=z=0 se tem

ou ov ov  ou

u=v=w=0 0 —=0 ——5:O(semrotagéo)

5 0z OX

obtemos

P 1
U:K 813X+5836y

P(1
V:K ES3GX+323y

W—E(S X+ S5 Y +55,2)
_A 35 34y 33

Y As expressdes anteriores significam que, no caso de anisotropia, a barra ndo

s6 aumenta o comprimento, reduz na sec¢do transversal, mas também tem

% r/o
! distor¢do em planos paralelos maos planos coordenados.

A distor¢ao vem dos termos Ssa, S3s € Sse.

As secgles transversais permanecem planas, mas inclinam para linha de
acdo da forca, de forma que um paralelepipedo retangular transforma-se

num paralelepipedo obliquo.

L I

|-

\
v \0|Oo
\

\
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5 Torc¢ao

O problema da tor¢do tem sido estudado ha algumas centenas de anos (Timoshenko 1934). Por uma questdo
de simplicidade o estudo da tor¢do comeca pelas seccdes cheias, circulares e ndo circulares, depois as sec¢des
finas (fechadas e abertas), incluindo as multicelulares (Figura 5-1). Considera-se em todos os casos que o
material é isotrdpico.

- X X
"1 I =—="TA"1 :
w“t sy
z z z
Figura 5-1 — Secgbes a torgdo.

Nomenclatura:
@ - Angulo de rotacio/unidade de comprimento Yixy)~ Fungdo de empeno (warping)
¢ - Funcdo de tensdo de Prandtl T, M- Momento torsor (torque)
J - Constante de torg¢do (Torsional Constant) GJ - Rigidez a torc¢do (Torsional stiffness)

5.1 Seccao Circular

O problema da determinacdo das tensdes num caso da tor¢do de um veio de sec¢do circular resulta num
problema estaticamente indeterminado. Considerando a sec¢do transversal no ponto C (Figura 5-2), o diagrama
de corpo livre mostra que em cada ponto dessa secc¢ao existe uma forga elementar dF a qual é perpendicular ao
raio (r) em cada ponto (Figura 5-3), e que resulta de tensdes de corte (7 ) que atuam no plano da secgdo.

Figura 5-2 — Diagrama de corpo livre Figura 5-3 — Equilibrio na secgéo

Assim, a equacdo de equilibrio de momentos é:

T=M,= [ rdF= [ r(z dA) (5.1)
Area Area
Sendo o problema estaticamente indeterminado (como varia a tensdo de corte na darea?), é possivel de
determinar o campo de tensdes tomando em consideracao a deformacao associada.
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As hipodteses basicas da deformacdo sao simples de compreender uma vez que a simetria e o carregamento sao
axissimétricos. Considera-se que durante a deformacgdo (Oden and Ripperger 1981):

e Seccles transversais perpendiculares ao eixo longitudinal permanecem planas;
e Essas seccdes nao distorcem no seu proprio plano.

Figura 5-4 — Deformagdo da secgdo transversal num veio circular.

A rotagao da secgao transversal serd dada por:

Vit NL=TAPpy, = ri—¢ (5.2)
z

A
Em que y,, é adistor¢do no elemento AX e A¢ o incremento de rotagdo da secgdo. Designado 0 = A_ o}
VA

angulo de tor¢do por unidade de comprimento, e aplicando a relagao constitutiva tensdo de corte-distorgao (
7,, =Gy, ) tem-se:

7,,=Gy,,=Gro (5.3)
Substituindo na Eq. (5.1):

M = [ r(zdA)= [ r(GrodA)=Go [ r’dA=GJ@

t
Area Area Area

(5.4)
M
Mt == G \] 9 = = t
GlJ
Note-se que no caso da secc¢do circular J coincide com o momento polar de inércia:
7R*
J= j r2dA= (5.5)

Area
Em que G é o Mddulo de Elasticidade Transversal (Shear Modulus) e J é a Constante de Torcdo (Torsion constant).
O termo GJ designa-se por Rigidez a Torcdo (Torsional stiffness). As equacgdes (5.6) e (5.7) sdo essenciais na
torcao de veios circulares:

Ty = MJt ' (5.6)
. o
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5.1.1 Exemplo 5.1 - Sec¢ao Circular

Considere o veio oco de aco (G=80GPa) com didmetro exterior
40mm e espessura de parede 6mm, sujeito a um momento torsor
de 600 N.m.

Calcule o dangulo de torcdo por unidade de comprimento.

Represente graficamente a tensdo de corte na seccdo, e obtenha o
valor maximo.

Resolucao

M
a) Daexpressdo 6 = G_j precisamos apenas de calcular

“_R. 4 7z(20* 14
J= E“Z '”t)= ( > )=190983mm4:191><10‘9m4

Para obter o resultado

= M, = 5 600 - = 0.03927rad / m =2.25°/m
GJ 80x10°x250.9x10
b) O valor maximo da tensdo de corte é vl T=628
-3
r, = Miley 000x20x107 _ o, g, 105pa = 62.8MPa /
ma J 191x10 X

L/

Note-se que a distribuicdo de tensGes de corte é linear na
espessura da parede do tubo.

5.2 Secc¢des nao-circulares

Para secgOes nao-circulares deixa de existir a simetria axial, e consequentemente algumas das consideracées
anteriores deixam de ser validas, particularmente a seccdo transversal deixa de ser plana, aparecendo o efeito
de empeno da seccdo (warping), como no exemplo da Figura 5-5.

Para secgOes ndo circulares consideram-se as seguintes aproximacoes,(Ugural and Fenster 1995) :
e Rotacdo da Secgdo transversal, como num movimento de corpo rigido, deslocamentos u e v;
e Empeno da seccdo, idéntico para todas as sec¢des ao longo do comprimento do veio, deslocamento w.
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i

Figura 5-5 - Empeno de sec¢des ndo circulares.

“un

Assim, o campo de deslocamentos de um ponto P (Figura 5-7) numa secgao transversal a cota “z”, é dado
genericamente pela Eq. (5.8):

u=-60zy V=601ZX W=(9l//(xvy) (5.8)
onde @é o angulo de tor¢do por unidade de comprimento, f=62¢é o angulo de rota¢do da secgdo. O

“,n
Z

deslocamento w (warping) é independente de . l//(x’y)é a funcdo de empeno. Admitindo pequenas

deformacgodes, as componentes do tensor das pequenas deformacgdes, dado por (5.9), resulta na Eq. (5.10). Note-
se que:

* N&o hd extensbes normais (e, =e, =€, =0); Y

¢ Ndo ha distor¢do no plano da sec¢do (€,, = 0)

_

1( ou;  Ou;
e==| —+— (5.9)
T 2| 0da; Oa
r 1 [ 0oy |
Ye| [0 0 Z[=E-y
€x =€ =zz=x_0 0 0 2(8X ]

” - 0 0 e, 2 e
2ezx=7zx=9(—w—yje: 0 0 e =0 o Z=l-| o Z¥.x||p10
OX i : 2 2\ oy
0 CEA Yo ¥ sim 0
2e,, 7zy=6?{—l//+xJ 2 2 0

oy L 2 |
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Y
‘Tzyh
X sz/
>
/

X
Figura 5-7 — Deslocamento e tensGes de um ponto da secgdo transversal
Considerando materiais isotrépicos, aplicando a rela¢do constitutiva, obtém-se:
_ 5 _
0 0 G@[—W— yj
Oy =0y =0y, =Txy=0 OX
0 0
r, =Gy, :GH[—V/— y o= 0 GO Lix (5.11)
OX oy
0 sim. 0
7, =Gy, = GH(—W + xj
oy L i

Substituindo nas equagdes de equilibrio (7, ; + K, =0) e considerando nulas as forgas voltimicas (F =0),

Jij

permite obter as Eqs (5.12).

6Gxx + 6TYX 6sz =0 8rzx ~0
OX 8y 0z oz
0T,y . oo, . 07, 0 - 07,
OX oy 0z oz
0Ty +aryZ +86ZZ =0 % %:0
OX oy oz (5.12)

As duas primeiras mostram que as tensdes de corte sdo independentes de “z”. Pegando nas Egs (5.11) e

diferenciando 7, em ordem a “x” e 7,, emordem a “y” e colocando na terceira equagdo de (5.12), obtemos a

Eq. (5.13) designada como Equacdo de Laplace.

2 2
af+a‘f=0 (5.13)
ox® oy
Definindo a Func¢do de Tensdo de Prandtl (¢ , Eq. (5.14)) como:
T, = % T, = _o¢ (5.14)
oy OX
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obtemos a Eq. (5.15):

%9 GQ(al// yj —%:GQ(G—W+XJ (5.15)
oy OX OX oy

“, n

Diferenciando a primeira em ordem a “y” e a segunda em ordem a

ll ”

, eliminando i obtemos a Eq. (5.16):

—¢+—¢_—ZG¢9 (5.16)
ox> oy’

Uma equacdo do tipo da Eq. (5.16) designa-se por Equagdo de Poisson.

Desta forma o problema da tor¢do passa a ser a determinagdo da Fungdo de Tensdo de Prandtl, ¢, com as

necessarias condi¢oes de fronteira. A dedugdo das condi¢des de fronteira pode ser consultada em (Boresi,
Schmidt et al. 1993) ou (Timoshenko 1934), sendo aqui apresentadas no seu resultado final:

o¢ dy a¢dx
ayds ox ds

dg

T (m) Tyz( n) ds

(5.17)

0 que significa que ¢ é constante ao longo da fronteira da seccdo. Os termos “m” e “n” s3o os cossenos diretores

do vetor normal a curva em cada ponto.

No caso de dominios simplesmente conexos a constante pode ser qualquer (por exemplo nula), o que significa

que o problema da torg¢o consiste na determinacio de ¢ que satisfaz as Egs. (5.18) e (5.19):

2
99,29 _ a6 (5.18)
ox* oy
¢ =0 na fronteira da seccio (5.19)

Para que o equilibrio se mantenha na sec¢do tém de se verificar as Egs. (5.20)-(5.22):

o¢
F.=0< |7r,dxdy=0< | —dxdy=0 (5.20)
> [, dxdy Iay y
o¢
E Fy:O<:>J.rzydxdy:0<:>—'|-&dxdy:0 (5.21)
o¢
M,=T < -y, dxdy T - [x—+y dedy:T (5.22)

o, n

Observando a Figura 5-8 (c) e considerando uma tira fina de espessura “dy”, como a tensdo ndo varia com “y”,
a Eq. (5.21) fica:

#(B)

j "’dxdy_jdyj ¢dx_jdyj dg =dy[4(B) - (A)] =0 (5.23)

uma vez que @ é nula na fronteira. De modo analogo se procede com a Eq. (5.20). A Eq. (5.22) é integrada por

partes em cada um dos termos, entre A e B para tiras em “dy”, e entre C e D para tiras em “dx”:
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_ [ %22 9% ) axay=—{[ x22 \axay — [ v22 _
T= j(xax+yayjdxdy j(xaxjdxdy J.(yayjdxdy

dg 4(8) 4(D)
—dy_[( jdx dxj[ jdy —dyj xd¢— dxj ydg =

#(A) #(C)

~dy| X[4(8)-#(A)]- | dex |- x| y[#(D) - p(C)]- [ gy |-

(5.24)

Xg Yp
dyj¢dx+dxj ¢dy
Xa Yc
Somando (integrando) todas as tiras e notando que ambos os termos sdo idénticos, obtém-se a Eq. (5.25):
T= 2ﬂ¢dxdy (5.25)
Recuperando a Eq. (5.4), podemos escrever a expressdo que nos da a Constante de Torgao (J):
T=GJ0 < :iﬂmxdy (5.26)
Go
s Y dx_x % Y s
N
‘ ) N
‘ ds
e
|

Figura 5-8 — Tensdes de corte na secgdo.
Nas solucbes dos problemas seguintes, ird determinar-se a fungdo @ que satisfazas Egs. (5.18) e (5.19). Comeca-
se por encontrar a equacdo que traduz a curva da fronteira na forma F (X, y) =0 (a qual satisfaz
imediatamente a condic3o de ser nula na fronteira) e sugerir uma fun¢do ¢ naforma ¢ =C xF (X, y) em que

C é uma constante a determinar resolvendo a Eq. (5.18).

5.2.1 Exemplo 5.2 - Seccao Elitica

Considere a seccdo elitica da Figura 5-9. Determine as expressées para:

a) Funcdo de Tensdo de Prandtl %

b) Constante de Tor¢3o, J I X
c) Tensdes de corte na seccao S =
d) Deslocamentos u, v e w na secgao transversal !

e) Apresente de forma grafica o empeno da seccdo ~ 2a -~

Figura 5-9 - Secgdo Elitica
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Resolucdo:

2 y2

X
a) Comega-se por escrever a equacao que define a fronteira de uma seccdo elitica: —+ F -1=0
a

A Eq. (5.18) pode ser satisfeita considerando como fungdo de Tensdo de Prandtl a expressdo:

2 2
=C +y—— em que C é uma constante. Substituindo na Eq. (5.18) e resolvendo em ordem a C,
b2
a
212
a’b
C=—ra %
a +
obtemos ( )
2182 2
a’b°Ge
e finalmente ¢:—ﬁ "] y_2_1
(a®+b*)\a® b

b) Substituindo em (5.25) e fazendo as integracGes, obtemos:

a2 a+7a—x X2 2 3143
M, =— bGQI ( +y——1jdydx:ﬁab69

(a®+b -fﬁ (a®+b?)
2 2
onde :—H¢d bb32) invertendo: GQ:%Mt

E finalmente podemos também escrever a Fungao de Tensao de Prandtl em funcdo do momento torsor aplicado.

2 2
— Mt Xz + y2 _1
~ zab b

c) Ascomponentes da tensdo sdo calculadas diretamente das expressdes da definicdo:

; :%:ZMty :_6¢:2Mtx
“ oy mab’® - ox  za®
\ ) . . , a’ +b’
0 angulo de torg¢do por unidade de comprimento é dado por: € = W M,
za

Caso b<a, a maxima tensao de corte ocorre nos pontos da fronteira mais proximos do centroide (X =0,y= ib)
2M,
zrab?

Trnax =

d) Os deslocamentos podem ser obtidos por integra¢do, apresentando-se aqui o resultado final:

a’ +b’ a’ +b?
Uu=-0zy=—-—-—--—M.2 V=0zIX=——M. 72X
y 7ah’G ! y 7a®h’G !
b? —a?
W=V = e Y
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e) Graficamente, o empeno pode ser representado por isolinhas (hipérboles x-y = constante, Figura 5-10)

Figura 5-10 - Isolinhas do empeno

Na Figura 5-11 pode-se ver o resultado da simulagdo numérica (com elementos finitos usando SolidWorks

Simulation), da tor¢do de uma secgdo elitica. Pode-se também observar as isolinhas do deslocamento axial,
empeno.

¥ mm)
1253e-002
l 1042e-002
306e-003
_ £.193e-003

- 4081e-003

1.969e-003

-1.428e-004
-2.255e-003
-4.367e-003

-6.475e-003
-5.501e-003
-1.070e-002

-1.282e-002

Figura 5-11- Secgdio Elitica: simulagdo numérica
5.2.2 Exemplo 5.3 - Seccao Triangular

Considere a secgdo triangular equilatera a torgao.

a) Obtenha a func¢do de tensdo deste problema

C
b) Calcular as tensdes de corte. Represente 7,, na linha x=0. |
16 ‘ X
c) O empeno é dado por W= ———(X3 —3xy? + 2cxy + CZX). —
2¢ c ‘0 c
Represente as linhas de contorno desta funcao. 3 3
Resolucdo

a) Os lados do triangulo s3o dados pelas equagdes das linhas y = 0; y = £+/3X +C, pelo que a funcdo de tensdo
pode ser dada por:

¢:Ay(y—c—J§x)(y—c+J§x) onde A=constante

Draft 0.1- 30-12-2015 Pag. 68



TECNICO . als A .
W LISBOA Departamento de Engenharia Mecanica Mecéanica dos Sélidos 2015/2016

o’y ¢

Substituindo a fungdo @ na equagdo WJFW =-2G 6 obtemos:

’p ¢

F+W:—6Ay+2A(y—c+\/§x)+2A<y—c—J§x)+2Ay=—4Ac & —4Ac=-2G0
X

6o
2C

b) as tensGes sdo dadas por:

A

0 1Go
rxz=—¢=——(3y2—3x2—4cy+c2) Y
ady 2c C
op 3GH
T, =———=—"XY
OX c
Note-se que as tensdes sdo nulas nos vértices e no centrdide (0,c/3), ™ XZ X
e sdao maximas a meio de cada um dos lados, ou seja nos pontos da 9 —
fronteira mais préximos do centréide. ‘ 0

c) Sendo o empeno W:—%Q(XS—Bxy2+Zny+CZX), a
c

representacao é a da figura junta.

5.2.3 Exemplo 5.4 - Veio Circular com escatel

A funcdo de tensdo de Prandtl para a secgdo circular com escatel (keyway), Figura 5-12, é dada por:

2 2

2
¢:—C(x2+y2—a2—2Rx+ 2Ra Xj
x> +y

Figura 5-12 - Veio circular com escatel
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a) Mostre que é uma funcdo de tensdo e calcule a constante C
b) Calcule as tensdes de corte na seccdo

c) A Figura 5-12 (b) representa isolinhas da funcdo de tensdo com a/R=0.2. Indique o ponto onde a tens&o
de corte é mais elevada. Justifique com a figura.

d) Obtenha a maxima tensdo de corte com a/R=0.2.
e) Calcule o fator de concentragdo de tensées, comparando com uma secgdo circular de raio R.

Resolucao

a) A funcdo de tensdo deve satisfazer: f —¢ =-2G4H
ox> oy’

2 2

Y__¢ 2x—2R+2Ra2X HY 2|l ok ar—2Ra XY :

o (¢ +y?) (x*+y?)

2 2 2 2 2 8R 2 2 2
8_(,;5:_C ,, AR o L (X =y?)2(x +4y)( X) _c|a 4Rax2+ a’x(x 3y)
X (x2+y) (x +y?) (x*+y?) (x*+y?)
9 _ cloy-4rar— N

2 )

2 2 21 v2)(2 2 2002
99 _ ¢|2-4ra>—* 1 4Ra’ (X +y )f N c|a- Ra'x | 16Raxy

oy* X2+ y? X +y) (x2+y2) (x2+y2)
fazendo

2 2

a—f+a—¢;:...:—4C:—ZG¢9<::> C:%

ox~ oy 2

Na fronteira teremos: ¢ = Constant

Na circunferéncia maior: (X— R)2 +y’=R* < x* +y’ = 2Rx

2

X
Substituindo em ¢ =—-C (X +y?—a’—2Rx+ jobtemos

x>+ y?

2
—C[x2+y2—a2—2Rx+ ZRaXJ c(sz a? — 2Rx + ZRaXJ:

X2 +y? 2Rx
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. A . 2 2 2
Na circunferéncia menor: X“+Yy“ =a

2
Substituindo em ¢ = —C(X2 + y2 —a®?—2Rx+ 22Ra Xz] obtemos
X +Yy
2 2
X" +Yy a

Concluindo-se portanto que a fung¢do dada cumpre os requisitos.

b) As tensdes sdo dadas por:

2 2
_90 _|ay_AREN | gyl 2REX

Ty 2 2
oy (x2+y2) (x2+y2)

2_ 2 2_ 2
=2 _c 2x—2R—2Ra2% - GO x—R—RaZ%
OX (x +y ) (x +y )

c) A tensdo de corte maxima ocorre no ponto (a,0). Tal deve-se ao facto
de a tensdo de corte ser tangente (é a derivada) as curvas de nivel e na
direcdo perpendicular a essas curvas, portanto a maxima tensdo de
corte ocorre onde as curvas estdo mais proximas umas das outras.

(b) Funcao de tensao.

d) as tensbes no ponto (a,0) sdo:

2
., —-Goy|1-—2R&X | _g
(a0) (x2+y2)
(a.0)
: X -y . @&
7y, =G0 x-R-Ra W =GH|a-R—-Ra ( 2)2 =GO(a—-2R)
20 X“+y a

(20)
para a/R=0.2, obtemos

r, =GO(a-2R)= GHR(% - 2) ~GOR(0.2-2)=-1.8G6R

Y(a0)

e) Para uma seccdo circular, a maxima tensdo de corte (ver Eq. (5.6)) é dada pela expressao:
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TR JGOR
T =—=

circular,, J

=GOR

Assim o fator de concentracgdo de tensdes é (aqui o sinal negativo é irrelevante)

Ty 1.8GHR
T GOR

circulara,

k= 1.8

5.2.4 Exemplo 5.5 - Problema Proposto

M
Verificar que ¢ = C(X2 +y°— az) satisfaz @ = G It e T, = It onde I € o momento polar de inércia

da secgdo transversal, onde “a” é o raio do circulo.

Resolucdo
2 2
A equacado tem de satisfazer 6_¢25 + % =-2G4H
oXx~ oy
2 2
a—f+a—f:40:—269 = C:—%
ox: oy 2
. Gg 2 2 2
=———(x*+y°-a
assim @ 5 ( y )
“’aﬂ/ﬁ GO, » 2 2 “’aH/ﬁ 2 2 2
Mt=2II¢dxdy=ZIa_ !_Z—T(X +y°—a )dydx=—G€ja_ !_Z(X +y°—a )dydx
1 4
M, ZEJZa GO =JGH
M
onde J :lﬂa“z A e assim 0:G|t

e portanto ¢=—%(x2+y2—a2)=—;v|—‘(x2+y2—a2)

As tensdes sdo calculadas por 7, =— = —I—‘ y  eovalor maximo é T, = |
max
P p

5.3 Seccao Retangular Fina

Embora os perfis retangulares sejam usados sobretudo em tragcdo/compressdo uniaxial e em flexdo, é também
frequente que tenham de suportar esforgo de torgao. Frequentemente estes perfis tém parede fina o que
justifica o seu estudo. Os detalhes desta matéria podem ser vistos nas referéncias ja mencionadas.
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Considere-se a seccdo retangular 2c x 2b, em que c<<b (Figura 5-13). Usando a analogia da membrana (ver
(Boresi, Schmidt et al. 1993) ou (Ugural and Fenster 1995)), a Funcdo de Tensdo de Prandtl sugerida na forma
daEqg. (5.27). Esta funcdo é aproximada, respeitando a condicdo de fronteira em y=+c mas ndo respeita em x=tb.

el

Figura 5-13 - Secgdo retangular fina a torgdo.

Pelo que as tensdes sao:
T :%:—ZGé’y rzy:—%zo
oy OX

O momento torsor é:

T =2[pdxdy = 2jfbbfeec2 [1— [%ﬂdxdy - %G@(Zb)(Zc)s

Como T = JG@, obtém-se J= %(2b)(20)3
Ou ainda: 0= 3T 3
G(20)(2c)

A tensdo de corte maxima, obtida em y=zc :

5.4 Seccio Retangular

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

O caso da seccdo retangular é aproximado a partir de um desenvolvimento em série. Também aqui os detalhes
devem ser consultados em (Boresi, Schmidt et al. 1993) ou (Timoshenko 1934). De forma resumida, para uma

secgdo retangular 2b x 2c (Figura 5-14), as expressoes sdo semelhantes ao caso anterior.

-
kG(2b)(2c)’

(5.33)
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Figura 5-14 - Secgdo retangular a torgdo

A tensdo de corte maxima, obtida em y=zxc :

= ; (5.34)

K, (2b)(2¢)’

Tméx
~ 3
A constante de tor¢do: J= Kl(Zb)(ZC) (5.35)
Os valores dos parametros K; e K; sdo retirados da Tabela 5.1((Boresi, Schmidt et al. 1993)).
Tabela 5.1 - Par@metros de tor¢do para secgdes retangulares
b/c 1 1.5 2 2.5 3 4 6 10 oo

K1 0.141 0.196 0.229 0.249 0.263 0.281 0.299 0.312 0.333

K2 0.208 0.231 0.246 0.256 0.267 0.282 0.299 0.312 0.333

5.4.1 Exemplo 5.6 - Seccao Retangular

Considere a Figura 5-15. A viga é feita de um Ago (G=77.5 GPa) e esta sujeita a dois momentos torsores, T1=750
N.m e T2=400N.m. Considere que o suporte impede a rotacdo da seccdo transversal mas ndo evita o empeno.
Determine a mdxima tensdo de corte e o angulo de tor¢do na extremidade livre.

Figura 5-15- Viga retangular a torgGo
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Resolucdo
N b 30 . I
Para a sec¢do 60 x 40, temos — = 2—0 =1.5. Da Tabela 5.1 retiramos k;=0.196 e k»=0.231. Esta seccdo (Figura
c

5-16) estd sujeita ao momento total T =T, +T, =1150N.m. A tens&o de corte méaxima sera:

Tmax = ! 1150 =51.9MPa

K,(2b)(2c)  0.231(60)(40)’ x10°

Figura 5-16 - Trogo 60 x 40 mm

. . b 20 . . -
Para a secgdo 40 x 30 (Figura 5-17), temos — = E =1.33. Da Tabela 5.1 retiramos, por interpolagdo linear,
c

k:1=0.178 e k,=0.223. Esta secgdo esta sujeita ao momento total T, = 400N.m. A tens&o de corte maxima sera:

B T, 400

= > = - =49.8MPa
K,(2b)(2c)" 0.223(40)(30)" x10°°

Tméx

O angulo de torgdo total serd a soma do angulo de tor¢do de cada um dos trocos:

azzTLi B 1150x3 400x1.5

L _ ; =0.0994rad
~GJ;  0.196(77.5x10°)(60)(40)°x10™  0.178(77.5x10°)(40)(30)’ x10*

Figura 5-17 - Trogo 40 x 30mm.

5.5 Secc¢ao Fina Composta de Varios Segmentos

No caso de a secg¢do transversal ser composta de varios segmentos (Figura 5-18), a constante de tor¢do pode ser
obtida pela expressao:

Draft 0.1- 30-12-2015 Pag. 75



TECNICO
W LISBOA Departamento de Engenharia Mecanica Mecéanica dos Sélidos 2015/2016

J= C%Zn:(zq)(zci ¥ (5.36)

i=1
Onde C é um coeficiente de correlacdo. Se bI >10c; para todos os segmentos da secgdo considera-se C ~ 1,

caso contrario recomenda-se C=0.91. A tensdo de corte maxima é dada a partir da Eq. (5.32) por:

T =——max (5.37)

Em que tmsx € a espessura maxima na secgao.

Figura 5-18 - Secg¢do fina composta

5.5.1 Exemplo 5.7 - Sec¢ao em “C”

100 Calcular a tensdo de corte méxima e o angulo de torg¢do da viga junta
(Figura 5-19), feita de um A¢o com G=77.5GPa. O momento torsor
o aplicado é de 600N.m.
o
&
5
7
’ A

Figura 5-19 - Secg¢éo em "C"

Resolucdo

Para este problema temos: J= C%anli t’= %[2 x (100 - 2.5)(9)3 +(200 —9)(5)3} =55300mm*
=

onde C é o coeficiente de correlagdo. Neste caso C ~1 pois |, > 10t,

T L _600X9:97.6Mpa 6= T _ 000 =0.14rad /' m

™3 55300 GJ (77.5xx10°)x(55300x10*)
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5.5.2 Exemplo 5.8 - Sec¢dao em “Z”

100 ‘ A seccdo da Figura 5-20 é extrudida numa liga de Aluminio. Qual o
]
o binario maximo que € possivel aplicar sabendo que 7., =75MPa.
(@]
L0
—
10
LO)
—
90
Figura 5-20 - sec¢do em "z"
Resolucao

Usando as expressdes anteriores, temos:

J= (:%anli t0 = 0.91%[(100 ~5)(5)’ + (150~ 7.5-25)(10)" + (90-5)(15)’ | = 133100mm"
i=1

Note-se que para o segmento inferior se teml— = ? =5.7 <10 e portanto C=0.91
-12 9
T J 7. _ 133100x10 >;75><10 _ 665.4N.m
(. 15x10™

5.6 Torcao de perfis finos fechados

As seccoes finas fechadas constituem aquilo que vulgarmente se designa por um tubo.

De uma forma simplificada, a torcdo de perfis finos fechados pode ser estudada a partir do equilibrio de forcas
provenientes das tensdes de corte existentes na parede do tubo. Considere-se o tubo ao qual é aplicado um
momento torsor T, Figura 5-21.

Figura 5-21 - Perfil fechado oco a torgdo.

Isolando um pedaco da parede desse tubo (Figura 5-22) a uma distancia Az, a soma das forcas na direcdo
longitudinal terd de ser nula, Eq. (5.38).
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Figura 5-22 - Equilibrio de for¢as numa parede elementar.
YF=05F-FR=0s

TWAZ = 1,1,A7 & 7,1, = 7,1,

(5.38)

Definindo a grandeza fluxo de corte (shear flow) como ( = zt a Eq. (5.38) traduz que na parede do tubo se tem

o fluxo de corte constante, Figura 5-23.

Figura 5-23 - Fluxo de corte.

Como nao existem forgas a atuar nas superficies superior e inferior do elemento (parede interna e externa do
tubo), significa que a tensao de corte é paralela a superficie da parede.

0 momento dM, criado em torno do ponto O é:

dM, = pdF = prdA=p(rt)ds=pqds (5.39)

Comoadrea pds=2dQ2, o momento torsor pode ser expresso como (Figura 5-24)

T=§dM, =§q(2d0Q) = 290

Figura 5-24 - Momento torsor em perfis finos fechados.
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A expressdo para o dngulo de torcdo /unidade de comprimento pode ser obtida por métodos energéticos, fora
do ambito deste texto, o seu resultado sdo as expressoes (5.41) e (5.42).

g1 _T 12<ﬁ§ (5.41)
G Gla* it

_40?

ds
P

S

J

(5.42)

Nestas seccles é frequente haverem diversos trogos em que a espessura é constante, nesse caso o integral da
Eq. (5.42) é calculado como um somatorio:

(JSEZEJFEJ“_ (5.43)

5.6.1 Exemplo 5.9 - Problema tor¢ao perfil fechado fino

A secg¢do simétrica fechada da Figura 5-25 estd sujeita a 27
um binario de 20 N.m. Supondo que o material tem |
G=80GPa, calcular a tensdo de corte maxima e o angulo /V
de tor¢do por unidade de comprimento. N o @
04
3 |
= ‘
2 |
| 1
. |
14 6.5

Figura 5-25 — Figura do Exemplo 5.9

Resolucdo

Sabendo que T zc.iSdMO :c'qu(ZdQ) =20Q = 27tQ) obtemos 7 = ZL

5 15 5
25 -

Figura 5-26 — Cdlculo da drea fechada.
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Em primeiro lugar calcula-se a area delimitada pela linha média (a ponteado na Figura 5-26) de cada troco da
seccdo (Q):

Q =5x%x15+5x%x15+5x15 = 225mm?

A maxima tensdo de corte ocorre onde a espessura é minima (tmin=1mm):

- T 20
X0 2x1x107°% x225x107°

A secgdo é constituida por 3 segmentos com t=2mm, e por 5 segmentos com t=1mm. Para calcular o angulo de

=44.4MPa

tor¢do por unidade de comprimento usa-se a expressao:
T T( 1 40°

- = - 9S§ onde J=
G Glaa? !t CJ‘)E
t

S

Neste caso o integral pode ser calculado como

ds :i+i+...: 15+ 25+15+ 5+10+15+10+5 795
A S AR A 2
2 2
Obtendo-se a constante de tor¢do J= 4Q = 4x225 =2973mm*
Sﬁ ds 725
. t
E finalmente T 20 =0.084 rad / m

O=—= 12 9
JG 2973x10“x80x10

5.7 Torgao de Perfis Finos Multicelulares

Certos perfis usados em Engenharia sdo fechados e compostos por varias células, sendo por isso designados
perfis finos multicelulares (Figura 5-27). Ao contrario dos perfis finos unicelulares, em que o problema era
isostatico sendo possivel determinar o fluxo de corte ao longo da parede do perfil, no caso das sec¢ées
multicelulares tal ndo acontece. E assim necessdrio encontrar o conjunto de equacdes de compatibilidade de
deformacgdo que permita resolver o problema.

Figura 5-27 - Perfil fino multicelular.
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Comeca-se por reescrever a Eq. (5.40):

T= zzn: 0., (5.44)

i=1

EaEq. (5.41) paraa célulai:

g ds.
o =—1"_p— 5.45
'2GQ, 95 t (5:45)

Si
Fazendo notar que na parede comum entre duas células (Figura 5-28) o fluxo de corte tem sentidos opostos,
entdo o angulo de tor¢do/unidade comprimento serd dados pela Eq. (5.46).

1 ds. ds. ds.
0=—"|ad—— it —in 5.46
I ZGQI ql S; ti ql Sit til q”? in ( )

in
Em que Si; e Sin sdo as paredes comuns entre a célulai e as células 1 e n. Note-se que o exemplo da Figura 5-28
pode ser generalizado obtendo-se a Eq. (5.47), em que k é o niUmero de paredes comuns com a célula i. Além
disso, uma das hipdteses colocadas desde inicio é de que ndo hd distor¢do no préprio plano da sec¢do
transversal, o que implica que o dngulo de torcdo/unidade comprimento de cada célula seja idéntico.

(5.47)

Figura 5-28 — Fluxo de corte em perfis multicelulares.

5.7.1 Exemplo 5.10 - Seccdao com 2 células

Um tubo longo (3m) numa liga de Aluminio

(G=27.1GPa), é sujeito a um momento torsor o
T=11KN.m. As dimensGes da sec¢do transversal
encontram-se na Figura 5-29. 8. 5

LO)|
Determinar a maxima tensdo de corte e o angulo de
torcao. 77L 200

Figura 5-29 — Secgdo do Exemplo 5.10
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Resolucdo

O momento torsor (T) relaciona-se com o fluxo de corte ((,) e com a area interna de cada célula (€2;) pela

expressao (a).

n N
T=2>q% (a)
i=1
. o 8 (g
Enquanto o angulo de tor¢do/unidade de
comprimento em cada célula é dado por:
ds 200
6= 45q (5
2GQ, t

A eq. (a) tem duas incdgnitas (g1 e g2), pelo que teremos de encontrar mais uma equagdo. Como todas as células
terdo de torcer o mesmo angulo/unidade de comprimento, surge a equacdo de compatibilidade de torcdo entre
elas:

1 rqgds 1 rqds
269125 t _2692243 t )

Que nos permite ter as equagles necessarias a obtencdo da solucdo do problema, os fluxos de corte q;

Finalmente o dngulo de tor¢do/unidade de comprimento é entdo

A LT | I

Neste problema em concreto, temos:

Q, =200x107°x120x10"° = 24000x10°° m?
1 -3 -3 -6
Q2=§120><10 x80x10™ =4800x10" m
Da Eq. (a) T =2x(Q0+Q,0,) <  48000x10°g, +9600x10°q, =11000 (e)

Da Eq. (c) obtemos a expressdo (g). Note-se que na parede comum as duas células o fluxo de corte é a diferenca
entre q: e gz, o qual sera positivo ou negativo dependendo do sentido da circulagdo.

1 {(200+120+2oo)ql +120(%—%)}= T

T 2Gx24x10° 5 4 o
2 2 & q
) . (2><«/80 +60 )q2+120(q2_q1) 1 . G
2G x4800x107° 5 4 “

L 200

Figura 5-30 - Fluxos de corte do Exemplo 5.10

(8)
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Simplificando os termos obtemos a equagdo ¢, =1.338q, (h)

. . 48000x10°° g, +9600 x107° g, =11000

Resolvendo o sistema de equacgdes (e) e (g),
g, =1.338q,
Obtemos g, =199.4N /mm g, =149N /mm
E de seguida a tensdo de corte maxima: Trax = (%j = % =39.9MPa
O angulo de rotagdo é
L ds & ds
a=0L=——|qgP—- : — | [=
2GQ, {qcﬁ t ;(ql f t H
120(199.4-149
93 , 520x199.4  120( ) | _ 0.0513rad
2x27.1x10° x24000x10 5 4

Onde L é o comprimento do tubo (3m) e & um dos termos da expressdo (g), ja que o angulo de tor¢do de cada
uma das células é idéntico.

5.7.2 Exemplo 5.11 - Seccdao com 3 células

A seccdo fechada de parede fina tem espessura uniforme (Figura b/2 ‘ b/2
5-31). Mostrar que nas paredes BC, CD e CF as tensdes de corte 5
devidas a torg¢do sdo nulas. o
<
5 F
Resolucdo | C
Como a espessura é constante, as areas fechadas sdo: o
<
D
Q, =20, =20,
Figura 5-31 — Secgdo de 3 células.
As duas equacdes de compatibilidade que se aplicam s3o: b/2 ‘ b/2

h/2

B
1 b h b h g
‘9—m[%(i"‘}j"‘(%_q2)§+(q1_q3)5:|_ FG Ql @
S e L1 L L AL | © S
2GxQ,t| 2\2 2 2 W Y B @Q
b , b h h 2
=ZGX#QJ%(TME}(%—q1)5+(q3—qz)ﬂ

Que resultam em:

h/2
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L P T (D03 PO B LU
ql 2 2 ql q2 2 ql q3 2_q2 2 2 q2 ql 2 q2 q3 2 ql_qZ

b h b h_1f (b b h h
q1(5+5j+(q1—q2)5+(q1—qs)E=5{q3(5+h+5j+(q3—q1)§+(q3—qz)ﬂ@ 0, =Gy

Como @, =0, =, significa que o fluxo de corte nas paredes comuns circula em oposi¢do e consequentemente

as tensoes de corte sdo nulas.

5.8 Problemas sugeridos

5.8.1 Problemal

Deduza as expressoes (5.8) para pequenos angulos de rotagao.

5.8.2 Problema 2

Considere um veio de parede fina de sec¢do em “U” equildtera sujeito a um momento torsor T, conforme se
mostra na figura a). A espessura da parede ét=a/ 10:

a) Determine a tensdo de corte méaxima e a rigidez torsional do veio.

b) As abas verticais foram dobradas um pouco mais de forma a que a secgdo resulte num triangulo equilatero
aberto, figura b). Determine a tensao de corte maxima e a rigidez torsional do veio neste caso.

c) Realizou-se de seguida uma soldadura para que a sec¢do resulte num triangulo equildtero fechado de parede
fina, figura c). Determine a tensdo de corte maxima e a rigidez torsional do veio neste caso.

d) Para aumentar a rigidez torsional da alinea anterior, soldou-se uma placa de espessura t e altura a no
interior do perfil anterior ligando um vértice ao meio do lado oposto, figura d). Qual a variacdo de rigidez
torsional conseguida?

T Y Y v
!_! a a a
2a t=a/M0 H
B ' ‘ \ |
|| t
X ' X X X
a a — .2 a2 a5 2 a
F 0 F 5 0 g ¥ 10 F 5 0 F
Figura a) Figura b) Figura c) Figura d)

5.8.3 Problema 3
Mostre que a Fung3o de Tens3o de Prandtl (¢ , Eq. (5.14)) satisfaz as Equaces de equilibrio

o¢p _0¢

T = —_— T =

Xz ay yz OX
5.8.4 Problema 4

1
Considere a tor¢do de uma barra circular de raio R. Mostre que a fungdo ¢ = E(R2 - X12 — Xg)
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é uma fungdo tensdo de Prandtl. Calcule a rigidez torsional da barra, e mostre que J=/,. Calcule o estado de
tensao associado e mostre que a tensdo de corte resultante nos topos da barra é radial.

5.8.5 Problema5

Considere dois veios com a mesma area da secc¢do transversal e feitos do mesmo material linear elastico, um
de seccdo circular e outro de seccado elitica com relacdo 2:1 nos semieixos. Determine o cociente entre as
tensGes de corte maximas nos dois veios para:

a) lIgual momento de torgdo aplicado nos dois veios
b) lgual dngulo de torg¢do nos dois veios
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5.8.6 Problema 6

Considere a célula base cuja seccdo transversal se mostra na Figura 5-32, obtida a partir de 3 chapas coladas
entre si nas superficies de contacto. Todas as chapas tém 1mm de espessura. A chapa do meio é quinada a 60°
em intervalos de 70mm. O processo industrial de producdo de placas estruturais consiste na repeticdo desta

célula num padrao como se mostra na Figura 5-33.

O material das chapas é Ac¢o (G=70GPa). O momento
torsor aplicado é T=10 kN.m. Determine:

a) A constante de tor¢do desta célula. Justifique as
aproximacgodes que fizer.

b) A tensdo de corte maxima e indique onde ocorre.
Justifique.

c) 0O angulo de tor¢do/unidade de comprimento.

d) Sabendo que a tensdo de corte maxima deste Aco é

T = SOMPa , calcule o nimero minimo de células

para suportar o momento aplicado.

| AY | |
=z T
| R
I I x \@\
il /T
X RN
70 35 35
210 -

Figura 5-32 — Secgdo feita de chapas coladas entre si.

A4
i

g
R0 R

. = /
s xS e
T T T

Figura 5-33 - Placa estrutural.

5.8.7 Problema 7

Considere as secg¢oes transversais da Figura 5-34, com as mesmas dimensoes e feitas do mesmo material linear

elastico. Considere que a<<t.

Dados: G=45GPa R=50mm t=2mm
Calcule:

a) O momento torsor maximo que se pode aplicar a
cada um dos veios para que a tensdao de corte
maxima ndo ultrapasse 100MPa.

b) O angulo de tor¢do/unidade de comprimento em
cada caso da alinea anterior.

Figura 5-34 - Sec¢des em anel.
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6 Cilindros espessos

Considere um cilindro cuja seccdo tem as dimensdes indicadas na Figura 6-1: raio interno r;, raio externo r. e
altura h << r;. O material do cilindro é homogéneo e isotrdpico e segue a lei de Hooke. A pressao interna que
atua em r; é designada por p; e em r. atua a pressao externa p.. Pretende-se determinar os deslocamentos,
tensGes e deformacdes causados por estas pressées (Timoshenko 1934).

Y

Figura 6-1 — Cilindro com presséo interne e externa.
Para resolver este problema é conveniente utilizar coordenadas cilindricas. Como o cilindro é fino e ndo tem

solicitagdes nas bases podemos admitir um estado de tensdo plana com ,, = 6, = G,, = 0 etodos os outros

campos independentes de z.

A geometria do cilindro, o seu carregamento (as pressées) e o material de que é feito tém simetria axial. Entdo
a solugdo também tem simetria axial, sendo independente de O .

Analisando as equagBes de equilibrio em coordenadas polares verifica-se G, = 0 no cilindro pois nas

solicitagdes na fronteira do cilindro ndo ha tensées de corte aplicadas.

Em conclusdo, as Unicas componentes do tensor das tensdes ndo nulas sdo ¢, e G, e dependem apenas da
coordenada r; as Unicas componentes do vetor deslocamento ndo nulas sdo u, e u, e dependem igualmente

apenas da coordenada r, ou seja U, (I’) (ver-se-a depois que u;, é constante).

O conjunto de equacgdes (em coordenadas cilindricas) a resolver é o seguinte:

Equacdes de equilibrio

—+=(0, —0y)=0 (6.1)

Lei de Hooke (tensdo plana) o, =E (err Y eee)/ 1 - v, Gy =E (eee -V err)/(l - Vv?)

m
Relacbes deformacdo-deslocamento

du u

err - drr eee =— (6-2)

Draft 0.1- 30-12-2015 Pag. 87



TECNICO
W LISBOA Departamento de Engenharia Mecanica Mecéanica dos Sélidos 2015/2016

Substituindo a Ultima equacao na pendultima e depois na primeira obtemos a equacao diferencial

du, 1du, 1
d2“+—d“——2u,:0 (6.3)
r r dr r
cujasolugdoé U, =ATI + A, /r A; e A; sdo constantes a determinar a partir das condicdes de fronteira.

Nas superficies cilindricas atuam, como se viu pressdes p; e p.. As condigdes nas fronteiras r; e r. sdo,
respetivamente, oy = - p; € G = - Pe.

Escrevendo o, em fung¢do de ur obtém-se um sistema de equagdes para A; e A; cuja solugdo é

A= (1+v)Q-2v)C/lE, C= (pi’-pt?) / (£2-1?)

e 1

A, = (1 + V) C,lE, C,= (p, — p.) 1’1"/ (rez_ r_z)
As tensdes sdo dadas por

c,=C—C,/1° (6.4)
Gy = C,+ C, /17 (6.5)

notar que G, + G, € constante no cilindro o que implica u, constante.

Varios problemas se podem resolver com os resultados anteriores

a) Cilindro macico. Neste caso ri=0 0 que implicaA;=C,=0

b) Cilindro s6 com pressao interna

c) Cilindro s6 com pressdo externa

d) Cilindros montados com aperto

e) Cilindro com condi¢Ges de fronteira de deslocamento por estar fixo na sua fronteira interna ou
externa.

NOTA IMPORTANTE

Nos exercicios seguintes ter em atencdo que a denominacao das grandezas esta de acordo com as respetivas
figuras, ndo seguindo as expressées acima.
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6.1 Problemas Resolvidos

6.1.1 Exemplo 6.1 - Cilindro longo sob pressao interna e externa

Um cilindro longo estd sujeito a pressao interna p, e externa py, com Y
as dimensdes da figura junta. Obter as equacbes da solucdo deste

problema em elasticidade.

Resolucao

Neste problema aplicam-se as seguintes hipoteses:

- Adistancia entre duas sec¢les transversais permanece constante u,=0, deformacdo plana

- Da simetria do problema, o deslocamento é apenas radial e sé depende der, u=U,(r) u,=0

- As equacgbes deformacdo-deslocamento em coordenadas polares (cilindricas) sao:

du, u, 1lou,
err = eee =—+-——

dr r r oo

ou,, , du, _lou,  ouy U,
e =5 =150 " o

gue se simplificam neste caso para

_ du, u

e =
T odr r

- A Lei de Hooke generalizada para materiais isotropicos é

2G

G, = m[(l— v)er, + Veee +Vve,
2G
Gy = (1_—2\;)[(1_ V)eee +ve, +ve,
G, = &[(1— V)e,, + Ve, + Ve,
) _ e )
Yre G yrz G 'Yze G

Pelo que a equacgao de equilibrio simplificada em coordenadas polares fica:

onde G =

_auzz
Z oz
"= " oz

€0 = erZYrGZYBz:ezz:O

E

2(1+v)

c, 1
d_l’"+F(G" —099)20

Draft 0.1- 30-12-2015

Pag. 89



TECNICO . als A .
@ LISBOA Departamento de Engenharia Mecanica Mecéanica dos Sélidos 2015/2016

E apds substituicdo das relagdes deformacdo-deslocamento nas relagGes constitutivas (Lei de Hooke) resulta em

dzu" +1%_1

dr? r dr

Cuja solucdo tem a forma geral

r2 "

As condigbes de fronteira ndo aparecem em termos dos deslocamentos (U, ), mas em termos das pressdes

interna e externa, as quais podem ser relacionadas com o,,: O, (r = a) =p, o, (I’ = b) =p,

A solugao da equacao diferencial anterior é

(pbb2 - paaz)r ( Py — pa)a2b2

" 2(b*-a%)(1+G) ’ 2(b*-a*)Gr

_ (pbb2 - paaz) (pb B pa)a2b2

On = (bz_az) B (bz_az)rz

(pb*-pa’) (p,—p,)a%?

Ogp =

. :[ A j(pbbz - p,a’)

A1+G (bz—az)

(b*-a%) " (b*—a%)r

2

esta tensdo existe porque €, =0

6.1.2 Exemplo 6.2 - Montagem de cilindros com aperto

Figura 6-2 — Cilindros com aperto.

Resolucao

Um reservatorio de pressdo constituido por dois cilindros
montados com aperto e feitos do mesmo material (com
E=207GPa) esta sujeito a uma pressao interna p;=207MPa,

Figura 6-2. A interferéncia de contacto é de 0.1mm.

Obter a tensdo tangencial e a tensdo radial nas trés
superficies, e comparar com um cilindro Unico com parede
de espessura igual a soma dos dois anteriores. Desprezar o

efeito axial. Representar graficamente o resultado.

Este problema pode ser resolvido usando as expressdes do Exemplo 6.1. Note que para cada cilindro A e B, sao

conhecidos todos os valores exceto a pressdo de contacto na interface comum (aqui designada como Py act )-
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o, (r =100mm) = —p, =-207MPa

As condigdes de fronteira sdo: o, (r,=200mm) =0
oy, (I, =150mm) = o, (f, =150Mm) = Pyae
Na superficie da interface, os deslocamentos relativos entre os dois cilindros sdo
u, —ug =0.1mm (r, =150mm) (Eq.1)

Uma maneira facil de verificar esta equagdo é considerar o cilindro A indeformavel (rigido), e a seguir fazer o
mesmo com o cilindro B. Facilmente se chega a Eq. 1.

A partir das equagdes do Exemplo 6.1, obtemos as equagdes para os dois cilindros:

_ 2 r? _ 2,2
ug = ( pczntactr(; +Pifi )r +( pcom;Ct + E)i)ro I (r < ro)
2(r? =r?)(x+G)  2(r>-r*)Gr
(pcontact roz ) r (+pcontact ) r‘Ozrez vE
r>r Ar=———
2(rj—r02)(x+c3)+ 2(r,” =1’ )Gr r=1) (1+v)(1-2v)

Uy =

Substituindo na Eq.1, obtemos a pressdo de contacto na interface, P, = —/6.4MPa

Sabendo a pressdao de contacto, aplicamos as expressdes anteriores para obter os resultados das tabelas
seguintes.

Resultados para os dois cilindros (montagem com aperto):

R=100 o, =-207 o, =263
R=150 o, =—16.4 o, =132.4 o, =—16.5 o, =213
R=200 o, =0 o, =196.5

Caso de cilindro uUnico de espessura de parede igual a soma das espessuras dos cilindros A e B

R=100 o, =—207 o, =345
R=150 o, =—53.7 o, =191.7
R=200 o, =0 o, =138

Observando graficamente os resultados, podemos ver que a tensdo radial o,, é préxima nos dois casos, mas a

tensdo tangencial o, é significativamente superior no cilindro Unico. Assim, pode-se concluir que esta

montagem com aperto “alivia” as tensdes maximas na estrutura, permitindo assim suportar maiores pressoes
internas antes de entrar em cedéncia.
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Ol
345 . \?9 .
273 i i
563 ‘\\ Tae composite cylinders
196.5 N ey T single cylinder
) R
132.4
100 150 200
T - _O— T—
IT L= r
-76.4 - .
|
T
-207

6.1.3 Exemplo 6.3 - Cilindro espesso com pressao interna e plasticidade.

Considerar o cilindro espesso apenas com pressdo interna.

a) Obter a distribuicdo de tensdes no regime totalmente plastico.
b) A pressdo ultima.

Resolucdo

a) Para o caso em que apenas existe pressao interna (pi<0, nas equagbes do Exemplo 6.1), as equacgdes
simplificam-se para:
2
L ey (e
" 2(b*-a*)(A+G) 2(b*-a’)Gr

o. = =

" (*-a%) (b*-a’)r* (b®-a’)

(o) o))

Geez(bz_az) (bz_az)rz_(bz_az r2

— 5 (negativa->compressao)
r

(‘piazz) (-p)atb?  (-pa? (1_ b_zj

(positiva->tracdo)

. P A s .. ~ 63 - 61 099 - Grr Gyield
Para um material dUCtI', a cedéncia ocorre por limite na tensdo de corte: Tmax = = =

2 2 2
emque O, € atensdo de cedéncia obtida num ensaio de tracdo uniaxial.
do, 1 do, Oy
Assim, da equac3o de equilibrio (ver Eq.(6.1)): q T+ —(cyrr - Gee) =0 d—" —yd
r r r r

Cuja solugdo é Gy =OCyigq INT+C
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r
como &, (r =h)=0 (ndo hé pressao exterior), C =—6,;4sINb,vem 6, =o,(INr—INb) = o, InB

de Gy —Ogp _ Oyiewd
2

resumindo:

, obtemos 6, =0, + O ield

6, =0, (INT=INb)=c

r
yield In B

;
Ggo = O T Oyietls = Oyeld (In E + lj

Graficamente: Elastic Plastic

b) A pressdo maxima ( Pyuimate ) GU€ O cilindro espesso pode suportar, representando plasticidade em toda a

a
In—

espessura de parede, é dada por P imae = Orr (I’ = a) = O i b
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7 Placa com Furo em Elasticidade Plana

7.1.1 Exemplo 7.1 - Placa com furo circular

O problema pode ser tratado em coordenadas cilindricas v
T ? T
T a2 3.2 —~— | -
6,=—|1-—|[1+|1-3— |cos20
X
T a2 a* i /:X I e
csee:E 1+——|1+3— |c0s20 | N
r r ——— ———
2 2
T, :—%{1—61—2j(1+3a—2}in 20 —~ —
r r

a)Verificar as condi¢des de fronteira

b) Obter o ponto onde ocorre a maxima tensdo o,

c) Obter o ponto onde ocorre a maxima tensdo de corte e indicar o ponto onde ocorre

d) Calcular o fator de concentrac¢do de tensdes no furo

Resolucdo

a) As condigBes de fronteira no furo sdo: o,, =7,, =0 emr=a

b) A maxima tensdo normal o, ocorre quando €c0s26 =—1, pois todos os termos dentro do paréntesis

~ - . 4 .
reto sao positivos, ou seja quando 0= E , € parar=a, o0 seu valor sera:

O =%[1+1+(1+ 3)]=3r

c) Como a tensdo normal o,, =31 e o,, =0, a maxima tensdo de corte (a partir do circulo de Mohr)

o, — O 3 V4
T, = —% " — ~T  queocorre quando & =— , r=a, a 452 com XY.
2 2

2

d) Atensdorelevante é o,
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r=a Gy = ST} P
r=ow Oy = 2

I
r=a Ugg_—T 0= 00 I X
r=ow Ty = ) S

_—

Pelo que o fator de concentragdo de tensdes no

I
furo é:
k — Uhole — g — 3

o T

reference

7.1.2 Exemplo 7.2 - Placa com furo elitico

a
Para um furo elitico como o da figura junta, a tensdo nos pontos extremos da elipse é o, :T(l+ 2—).

~ a . .
Qual o valor da tensdo quando E —> 00 , como sera o exemplo de uma fenda numa peca. Propor um método

de evitar uma tdo elevada concentragdo de tensdes.

Y
T T
— | F——
—— ————
] | X
- 1| ®© _ -
— N - —
—— 2b hd o e—
— | b —
Resolucdo
a
TI1+2—
~ ~ . P Oy Xt b a
O fator de concentrac¢do de tensdes nos pontos extremos da elipse é k = =R = | =1+ 26
Oy

a
quando E — oo (por exemplo b —0), K > o

Para evitar tdo elevada concetracdo de tensdes, pode-se fazer um furo circular nos pontos extremos da elipse.
Desta forma o fator de concentracdo de tensdes passara a ser de apenas 3, como visto no problema anterior.
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