Mecanica dos Fluidos 1
Apontamentos de Escoamentos Compressiveis

1 Introducao

Faremos este estudo por etapas. Na introdugao, apresentam-se as novas variaveis,
nomeadamente a velocidade do som e a entalpia — que aparece associada a uma
nova equacao, a do balango energético. Seguidamente, aborda-se de maneira sis-
tematica o caso geral do escoamento estacionario unidimensional de gas perfeito.
Finalmente, simplificam-se essas equagoes para varias situagoes-limite.

O aspecto de algumas paginas, carregadas de expressoes matematicas, pode
sugerir que as manipulagoes algébricas assumem grande relevancia no estudo dos
escoamentos compressiveis, no entanto verifica-se o oposto. A aprendizagem fun-
damental nao consiste em demonstrar equacoes, que em geral nao sao dificeis de
demonstrar, mas em compreender os escoamentos: as consequéncias de variar a
pressao, a temperatura ou outra variavel. Essa tarefa é que nao é nada trivial.

A exposicao que se segue colheu sugestoes muito titeis dos apontamentos ela-
borados por um anterior professor desta cadeira: Luis ALVES, Elementos de
Escoamento Compressivel, Seccao de Termodinamica Aplicada, IST, 1977. Como
os processos termodinamicos e as equagoes de estado desempenham um papel
importante nestes escoamentos, sugere-se a revisao dos conceitos fundamentais.

1.1 O som

A propagacgao das pequenas perturbacoes de pressao denomina-se som. A gran-
deza que se propaga nao ¢ a massa mas a perturbacao da pressao e a sua energia;
por isso também se emprega o termo celeridade do som, por contraposicao a velo-
cidade do fluido. A velocidade de propagacao das ondas de pressao, ou celeridade
do som, depende das propriedades termodinamicas do fluido, mas geralmente
é pouco afectada pelo escoamento. A Figura 1 representa esquematicamente a
propagacao unidimensional de um som.

Obviamente os balancos sao mais simples no referencial estacionario, que se
desloca a velocidade da onda. Por isso vamos fazer o balango de massa e o balango
de forcas e quantidade de movimento de uma onda plana, nesse referencial, num
volume de controlo escolhido de modo a envolver a frente de onda; I' designa a
fronteira, desenhada na Figura 2 a traco interrompido; A representa a area da
seccao transversal do escoamento.
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Figura 1: Esquema de propagagao unidimensional de uma onda de som num referencial
em que a onda se move e num referencial em que ela é estaciondria.
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Figura 2: Balanco a uma onda de som, no referencial da onda.



O balanco de forcas e quantidade de movimento segundo x, sem atrito, é:
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Expandindo (2) e usando (1), obtém-se

2
? 1+@—<@) :@ = lim 02:@. (3)
p p dp dp/p—0 dp

A passagem ao limite justifica-se porque estamos a considerar a propagacao de
ondas de pressao infinitesimais. Em geral, para cada processo termodinamico,
a pressao varia de forma diferente com a massa volimica e portanto a derivada
dp/dp em (3) depende do processo termodinamico. No caso de preturbagoes in-
finitesimais, a onda de pressao é praticamente adiabdtica e, de acordo com (1),
as velocidades associadas & variagao de pressao (dv = cdp/p) também sao infini-
tesimais, pelo que a onda nao da origem a tensoes viscosas nem a dissidacao da
energia. Portanto o processo é reversivel e a entropia é constante:

- &)

Este resultado é valido para a propagacao de ondas cilindricas, originadas por
fontes rectilineas, e para ondas esféricas, emitidas por fontes pontuais. Em con-
trapartida, s6 é exacto se a intensidade da onda de pressao for infinitesimal.

Qual é a velocidade do som nalguns modelos mais tipicos de fluido?

Velocidade do som num fluido incompressivel

No modelo de fluido incompressivel a massa voliimica nunca varia e portanto

dp/dp = 0, pelo que
RN N
dp dp/dp ’

significando que as perturbagoes de pressao se propagam instantaneamente
a todo o escoamento.



Velocidade do som em liquidos

No caso de liquidos, a equacao de estado mais comum é

dp 1
? = E_vdp’ (5)

em que FE, é aproximadamente uma constante para cada liquido, deno-
minada mddulo de expansao volumétrica (tem unidades de pressao). Por
exemplo, para a dgua liquida, F, = 2 x 10° Pa; portanto dp/dp = E,/p =
2x107/10% = 2x10% m?/s%. Daf resulta que a velocidade do som na dgua ¢

c=12x106 ~ 1400 m/s.

Velocidade do som em gases perfeitos

Para os gases, a equacao de estado mais usual é a dos gases perfeitos. Num

gas perfeito,
).~ ()
— | =95 | = RT
(6’p s p )

sendo v = C,/C, a razdo de calores especificos e R a constante de gés

perfeito do fluido. Donde:
c = \/YRT. (6)

Por exemplo, para o ar, y=1,4 e R=287 J/(kg K). Portanto, a velocidade
do som a temperatura ambiente 20 °C (7' = 293 K) ¢é ¢ = 343 m/s.

1.1.1 Distorcao do som devida a velocidade

Um corpo radia de ondas de pressao geradas pelas flutuagoes de pressao que ocor-
rem sobre a sua superficie. Em cada instante, o campo de ondas é a sobreposicao
de todas as ondas emitidas anteriormente. Num fluido em repouso, as ondas de
pressao geradas por um corpo parado propagam-se esfericamente (& velocidade
do som) a partir do ponto em que foram emitidas (Figura 3-a). Como cada onda
esférica se propaga a partir do ponto em que foi gerada, se o corpo tem velocidade
relativa em relacao ao fluido o campo de ondas fica distorcido, como se mostra
na Figura 3. O esquema da Figura 3 permite identificar os seguintes tipos de
escoamento, conforme o nimero de Mach (M = v/c), isto é, a propor¢ao entre a
velocidade do fluido e a velocidade do som:

Escoamento de fluido INCOMPRESSIVEL (M = 0; ¢ — c0)

A perturbagao propaga-se uniformemente em todas as direcgoes. Na escala
de tempo caracteristica do escoamento (escala associada a velocidade-pa-
drao e a distancia-padrao [/v) a perturbagao propaga-se instantaneamente,
como ja se viu.
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Figura 3: Esquema das ondas de som geradas num ponto em repouso (M = v/c = 0);
com velocidade inferior & do som (M < 1); com velocidade igual & do som (M = 1); e
com velocidade superior & do som (M > 1). Os nimeros —3, —2, —1 e 0 referem-se a
forma actual das ondas produzidas nos instantes —3, —2, —1 e 0.

Escoamento SUBSONICO (M < 1)

A fonte de pressao desloca-se a uma velocidade inferior & do som (v < c¢).
A onda propaga-se em todas as direccoes mas o campo de pressoes deixa
de ser simétrico: é o chamado efeito de Doppler, que consiste em as cristas
ficarem mais proximas a frente da fonte geradora de som e mais afastadas
atras dela. Nos autédromos o efeito de Doppler é responsavel por os es-
pectadores ouvirem o barulho dos carros que se aproximam num tom mais
agudo e o dos carros que se afastam num tom mais grave.

Escoamento SONICO (M = 1)

Quando a fonte geradora de perturbacgoes de pressao se desloca a velocidade
do som (v = ¢), as ondas nao se propagam para a frente dela. Cria-se as-
sim uma barreira, em que se acumulam todas as frentes de onda que foram
sendo geradas. Essa sobreposicao de varias ondas em fase origina que, em
vez de ondas de amplitude muito pequena, ocorra ai um salto significativo



da pressao. E por isso que a passagem repentina de uma barreira do som
¢é sentida como uma espécie de martelada, que parte vidros e chega a ter
efeitos na satide humana.

Escoamento SUPERSONICO (M > 1)

A fonte de pressao é mais réapida que o som (v > ¢). Em escoamento séni-
co a barreira do som tem a forma plana, num escoamento supersonico fica
conica. Todas as perturbagoes de pressao estao contidas nesse cone que se
desloca com a prépria fonte e cujo vértice coincide com ela.

Esse cone denomina-se cone de Mach e divide a zona de accdo da zona de
siléncio, ainda nao atingida por qualquer onda de pressao. Como se disse, para
M =1 o cone de Mach degenera numa superficie plana.

1.1.2 Velocidade adimensional em escoamento compressivel: niimero
de Mach

O nimero de Mach, M = v/¢, tem dois significados fisicos dignos de mengao:

E uma RAZAO DE VELOCIDADES

entre a velocidade-padrao do escoamento, v, e a celeridade das ondas de
pressao infinitesimais, ¢. Como ja se viu, se v > c¢ isso significa que ha uma
zona de siléncio onde as ondas de pressao nao chegam. A proporcao v/c é
também uma medida da assimetria do escoamento.

E uma RAZAO ENTRE FORCAS DE INERCIA E ELASTICAS

(mais precisamente, é a raiz quadrada dessa razao de forgas)
Comparemos a escala das forcas de inércia com a das forgas elasticas asso-
ciadas a compressibilidade do fluido, em funcao das escalas de comprimento
ly, de velocidade vy, de massa volimica py e de pressao py. As forcas de
inércia sao proporcionais a:

_ = 3\ (.2 _ 22
Firéreia = massa X aceleracao o (po lo) (v5/lo) = pols vg.
As forgas elasticas associadas a compressibilidade sao proporcionais a:
Foastica = forga de pressao o« py lg.

A razao entre forcas de inércia e forcas eldsticas é proporcional a:

Enércia 12 2 : 5
- Po 0;]0 _ Yo - Yo — M2
Fasstica Po lg (po/po) (Opo/9po)

Nota: Para gases perfeitos (pg/po) = RTy o< v RTy, que é 2.



Se o numero de Mach é baixo, as forcas elasticas desempenham um papel
pouco importante, relativamente as forgas de inércia; se o nimero de Mach é
elevado, o escoamento depende fortemente das compressibilidade do fluido.

1.1.3 Balanco de energia

O principio da Mecanica acerca da energia, denominado Primeiro Principio da
Termodinamica, estabelece que: a taxa de variacao temporal da energia total
(energia cinética mais energia interna) de um corpo iguala o balango dos flu-
xo0s de energia trocada com o exterior através da sua fronteira, mais a poténcia
energética gerada no interior do corpo.

Este balanco é andlogo aos balangos de massa, ou de forcas e quantidade de
movimento, ou de momentos de forgas e momento angular. Em escoamentos
incompressiveis as trocas de energia do fluido com o escoamento sao muito limi-
tadas e por isso o balanco de energia acaba por coincidir com o balango de forgas
e quantidade de movimento. Num escoamento compressivel a variacao volumé-
trica realiza trabalho e a energia interna pode transformar-se noutras formas de
energia e vice-versa.

Para um volume material €2, de fronteira I':

D .
—/pedQ:Q+/t-vdF+/pg-de (7)
Dt Jq r Q

em que

€ representa a energia total por unidade de massa: € = u + % (v - v), soma da
energia interna especifica u com a energia cinética especifica % (v-v);

(@ representa a poténcia calorifica trocada com o exterior, incluindo os fluxos de
calor através da fronteira e a poténcia eventualmente gerada no interior.

t designa a tensao aplicada exteriormente na fronteira e portanto / t-vdl é

o trabalho por unidade de tempo realizado pelas forcas exteriores sobre a
fronteira. Como se sabe, t = (—pI + T) n, em que p é a pressao, I o ten-
sor identidade, T o tensor desviador das tensoes e m é a normal exterior
unitaria a fronteira.

pg é o peso do fluido por unidade de volume e /pg -vdS2 é o trabalho por
Q
unidade de tempo realizado pelo peso.

Nota: como o vector do peso por unidade de volume p g é vertical, (pg - v =
—p gy, sendo |g| = g e v, a componente vertical de v.
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1.1.4 Forma local do balanco de energia

A forma local deduz-se facilmente do balanco para uma volume 2 como se fez
para os balancos de massa ou de forcas e quantidade de movimento.

D :
/psdQ = Q —i—/t-vF —|—/pg.v)Q
Dt . . ;
v —_— N
A o
a .
pEdQ+/p6(v'n)F —/qudQ +/—QF'nF +/(—pI+T)n-vF +/pgva
Q Ot 0 - . A
—
f_/—
+/V‘(P”)Q = +/—V~qr9 +/v- [(—pI+T)v] d
Q O o
dpe ' .

No limite em que o volume de controlo €) tende para zero obtém-se a equacao
de transporte de energia num ponto, por unidade de volume:

85; +V-(pev) = pio—V-qr+ V- [(=pI+T)v] +pgu,.
O primeiro membro pode desenvolver-se e simplificar-se, mediante a equagao da
continuidade:
8§t5+v (pev) = Pgﬁg%HV (/)’U)+p'v Ve = pg +pv-Ve = pgi
[8t V- )} =0

O termo das tensoes pode também desenvolver-se numa forma anédloga ao termo
correspondente da equagao de transporte de quantidade de movimento:

V- [(=pI+T)v] = =V (pv) + V- (Tw).
Portanto,
De Oe . i
P = P +pv-Ve = pio—V-qr—V-(pv) + V- (Tv) +pguv,. (8)

qr representa o fluxo de calor através da fronteira e g é a poténcia gerada no
interior de €2, por unidade de massa.



1.2 Entalpia

Figura 4: Volume de controlo fixo com fronteira I'. A parte I's da fronteira é imper-
meavel (v-mn =0) eemI'; e em I'y 0 escoamento é uniforme. W e @Q representam o
trabalho realizado sobre o fluido e o calor recebido pelo fluido.

Para um volume de controlo como o representado na Figura 4 e um escoa-
mento estaciondrio, os termos da equagao da energia (7) simplificam-se:

D
Dt stdQ :/Qa(gtg) dQ—i—/F,Os(v-n) dl' = —p1€1v1A1+p2€2v2A%+ 0
0

S — r, Ty I's

/—pn-v dl' = prv1 A1 —pava As 4+ 0
r —_—— — — =
I ' Is

de facto, como mn -wv = 0 nas superficies de corrente I's, / —pn-vdl=0
I's

pelo mesmo motivo e porque T = 0 em 'y e I's por os perfis serem uniformes,

/Tn~'vdF:0
r

vamos ainda designar por @) o saldo da poténcia calorifica fornecida menos extraida

e por W o saldo do trabalho por unidade de tempo fornecido menos extraido.
A equagao da energia fica
—pre1vi Ar +pagava Ay = Q+ W +prog Ay — pavg As.

Mas, pelo balango de massa, m = p; vy Ay = pyve Ay, donde

m(—sl+52):Q+W+m(@—@)
P P2

<€2+12> — (81—0—}2) = M
P2 P1 m

ou ainda, substituindo ¢ = u + %’02 +9Yy,

@+w)

1 1
(u2+@+—v§+gy2> — <u1+&+—vf+gy1) =
P2 P1 m

2 2
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Esta forma da equagao da energia ¢é a justificagdao principal para introduzir a
variavel entalpia especifica, definida como

h = (u—l—%). (9)

Assim, a equacao da energia pode escrever-se:

1 1 + W
(h2+§v§+gy2)—<h1+§vf+gy1) = —(Qm ) _ g+ w. (10)

Habitualmente, o termo gravitico g (y2 — y1) é muito inferior as outras parce-
las, podendo razoavelmente desprezar-se nos escoamentos de fluido compressivel.
q=Q/m e w = W/m sdo o calor e o trabalho recebidos por unidade de massa.

Nota sobre a Equacao da Energia e a Equacao de Bernoulli

Em escoamentos sem variacao de energia interna u; = us, com massa vo-
limica constante p; = py e sem transmissao de calor, a equacao da energia
reduz-se a equagao de Bernoulli, que foi deduzida por integracao da equa-
¢ao de transporte da quantidade de movimento ao longo de uma linha de

corrente:
1 1 w
<@+—v§+gy2) - (&+—vf+gy1> = —.
p 2 p 2 m

O calor () nao aparece na equagao de Bernoulli porque um escoamento in-
compressivel nao pode transformar energia térmica noutra forma de energia
mecanica. Num escoamento compressivel isso é possivel porque, havendo
forgas aplicadas, a variacao de massa volimica realiza trabalho.

1.2.1 Entalpia especifica de estagnacgao

Define-se a entalpia total especifica ou entalpia especifica de estagnacdo de modo
analogo a como se definiu a pressao total nos escoamentos incompressiveis:

o= (1), a

Portanto, a equacao da energia para escoamentos unidimensionais estacionérios
pode escrever-se como:

v3 vt
(hz"‘?)—(hl—i‘i) = q—+w. (12)

hoso ho1

Num escoamento adiabatico (¢ = w = 0): hgy = hoy.
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1.2.2 Temperatura de estagnacao

Num gés perfeito, a diferenca de entalpia especifica depende exclusivamente da
diferenga de temperatura, hy — hy = C, (T3 — T3). Por disso, é natural tomar a
entalpia especifica a 0 K como referéncia, de modo que h = C,T. Assim, uma
vez definida a entalpia especifica de estagnacao, podemos definir a temperatura

de estagna¢ao como

U2

20,

A equacao da energia diz-nos que um escoamento de temperatura T e velocidade
v que é desacelerado adiabaticamente até atingir condicoes de estagnacao tende
para a temperatura de estagnacao Ty. Por vezes, esta temperatura é designada
como temperatura de estagnacao adiabatica, porque se a desaceleragao seguisse
outro processo termodinanico a temperatura final seria diferente.

Ty = T+ (13)

As vezes é 1til relacionar a temperatura de estagnacao com o numero de Mach.

Para um gas perfeito c =+/vRT e M = % = % = v'=(yRT)M.
dividindo por C), e recordando que R/C, = (v — 1)/,

I _ (1+—7;1M2).

1.3 Pressao de estagnacao isentrépica

Ao longo de um processo isentrépico, a pressao sé depende da temperatura. Con-
cretamente, para um gas perfeito,

.
To\ -1
P2 _ <_2) (14)
b1 Ty
Portanto, conhecida a temperatura que o fluido atinge ao cabo de uma desacelera-
¢ao adiabatica, podemos calcular também a sua pressao, caso o processo, além de
adiabatico tenha sido reversivel, isto é isentropico. Usando esta igualdade ¢é facil

obter relagoes para pressao de estagnacao isentrépica a partir da temperatura de

estagnacao
ol y—1

P T\ 1 y—1_ .\ 7
E = (1+X———M . 15
Po <T0> ( T (15)
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2  Modelo matematico geral,
para escoamento unidimensional, estacionario, de gas perfeito

Vamos iniciar uma abordagem mais sistematica dos escoamentos compressiveis,
assumindo apenas as seguintes restricoes:

e 0 escoamento ¢ unidimensional;
e estacionario;

o de gés perfeito, com R, C,, C, e 7 constantes.

Apesar destas simplificacoes, o sistema de equagoes diferenciais que se obtém s6
pode ser integrado analiticamente para em casos limite, mas verifica-se que eles
sao de grande interesse: escoamentos adiabaticos sem atrito; escoamentos em
condutas de seccao transversal constante; etc. Neste sentido, dizemos que o sis-
tema de equacOes que vamos desenvolver nesta seccao é geral, em confronto com
essas situacoes mais especificas, que analisaremos nas seccoes posteriores.

O modelo matematico geral é constituido pelas seguintes equagcoes:

G-1 Equacao de estado dos gases perfeitos

1
p— = RT. (16)
p
Tomando logaritmos Inp —Ilnp=In R+ InT" e diferenciando:
d d ar
@ 4 _ (17)
p P T

Faz ainda parte do modelo de gas perfeito considerar que a entalpia sé
depende da temperatura,

(h2 — hl) = Cp <T2 — Tl) ou dh = Cp dT. (18)

G-2 Velocidade do som

Ip

Em geral, ¢ = ( 9p

) e, para gases perfeitos,
S

c = VYRT (19)

de modo, que tomando logaritmos, Inc = % (Iny+InR+1InT) e derivando:

dc_

dr

1
- — 2
c 2T (0)
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G-3 Definicao do nimero de Mach

v

M== 21

' 1)

tomando logaritmos, InM = Inv —Inc ou % InM? = Inv — lnc, e

diferenciando,

dM dv dc dM? dv de

— = == = 2— 22— 22

M v PR VP v c (22)

G-4 Equacao de conservagao da massa

Para escoamentos unidimensionais estacionarios a equacgao da continuidade
resume-se a
P2 V2 A2 = pP1V1 Al =m (23)

em que 7 representa o caudal massico. Aplicando a fungdo logaritmo,
Inp+Inv+InA=Inm e diferenciando:

dp dv dA

St =0 (24)

G-5 Equacao da quantidade de movimento

Em geral, nos escoamentos compressiveis as forcas massicas sao muito me-
nores que as outras e por isso vamos ignora-las. Assim, para escoamentos
unidimensionais estacionarios a equacao de transporte da quantidade de
movimento na direccao do escoamento é:

dv dp
_— = —— -T),. 2
pU— I +(V-T), (25)

Ao integrar ao longo de um tubo de corrente (ou linha de corrente), a Ané-
lise Dimensional diz-nos que a parcela (V- T), pode ser expressa em fungao
de um coeficiente de atrito f,

dr (1
(V-T),de = fD<2,0U>7
o qual depende dos outros nimeros adimensionais do problema: o nime-
ro de Reynolds, a rugosidade especifica da parede e o ntimero de Mach.
Normalmente, admite-se que a influéncia do ntimero de Mach é despreza-
vel e que, portanto, o diagrama de Moody ¢é sempre aplicavel. Por outro
lado, tal como acontece em muitos fluidos incompressiveis, o coeficiente de
atrito varia pouco com o nimero de Reynolds. Deste modo, acabamos por
considerar f como constante, desde que a rugosidade relativa seja unifor-
me. Representando as tensoes desviadoras em funcgao de f, a equagao de
transporte de quantidade de movimento fica
1

dx
pvdv = —dp — ff (5 pv2>
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ou, dividindo pela pressao e rearranjando,

d d 1 d
Pyl 2 Pp2p S0 g,
P P v 2 p D

Por outro lado, como ¢* =~y RT =~ ]2, obtém-se
p

dp dv v dz
4y MP=+LMEPfFE =0 26
, P 5 (26)
G-6 Definicao da funcao de impulso, F
Para escoamentos unidimensionais (o que implica perfis uniformes de veloci-
dades nas secgao 1 e na secgao 2), o balanco integral de forgas e quantidade
de movimento na direccao x do escoamento resume-se a:

(p2 AQ + pAQ 'U%) — (pl Al + ,0141 U%) = Fz (27)

em que F, designa a componente segundo = da resultante das forcas aplica-
das sobre o fluido entre as secgoes (1) e (2). Esta equacao pode escrever-se
como:

F,—F, = F, (28)

em que se define a funcao de impulso F' como:
F = (p+pv*) A (29)

Podemos desenvolver esta definicao de F"

p v?
F= (p+pv’)A :pA(l—i—}—?vQ) :pA(Hﬁ) = pA(1+~yM?).

Tomando logaritmos, In F'=In P +1In A + In(1 + v M?), e diferenciando:

F  p A

F A M2\ dM?
a _dp  d4 <7 )d (30)

B 1+~M2) M2

Para um tubo circular de comprimento L e diametro D, a forca de atrito é:

L /1
Fatm’to = fﬁ (§pv2> A

Este termo aparece na equagao da quantidade de movimento apresentada
atrds (G-5):

dr (1
pvdy = —dp—l—fﬁx (ipzﬂ)
—_—
:dFatrito/A
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Nota: Como se sabe, por vezes o coeficiente de atrito é definindo de outro modo, por
exemplo adimensionalizando o comprimento L pelo raio (D/2) ou pelo raio hi-
draulico (D/4).

G-7 Equacao da energia

Para escoamentos unidimensionais estacionarios a equacao da energia é

U2 U2
it o tatw = hy+ (31)

Diferenciando a equacao da energia,

d@+w)_cm+d<§).

Substituindo dh=C, dT e v*=M?c*=M?~ RT e dividindo por C, T,

dlg+w)  dT o dv
a1~ 7 tO-DM (32)

G-8 Definicao da temperatura de estagnacao

2

v
h0:h+?

mas, para gases perfeitos Ah = C,AT, donde podemos definir a tempera-

tura de estagnacao Tp:
2

@%:@T+%

YR

M?T.
20,

Substituindo novamente v? = M?c¢> = M2y RT: To=T + —
R
Como%zy—l, vem To=T 1+ )
P
Tomando logaritmos, In7Ty =1InT + In ( Tl M , e diferenciando
dly — dT ] d

M2
T, T+[2+

(33)

«G-7.b» Equacao da energia

Uma vez definida a temperatura de estagnacao estamos em condicoes de
escrever a equacao da energia em funcao dessa temperatura. Efectivamen-
te, o saldo das trocas de energia com o exterior (calor e trabalho) é igual a
variacao da «energia do fluido» — falando com rigor: ¢é igual a variacao da
entalpia total do escoamento. Para os gases perfeitos, em que dhy = C,, d1y,
a energia trocada com o exterior é proporcional a temperatura de estagna-
¢ao. E esta a justificacao para o interesse de relacionar os fluxos de energia
com a temperatura de estagnacao.
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dv de 1dM?

D a - C—_— = — -
a equagao (G-3) . . + 5

d 1dT d 1dT  1dM?
e da equagio (G-2): < = 57 pelo aues °5 =57+ 5,

Substituindo na equagao (G-7):

dlg+w) _dT 2 v
cr ~ 1 0~V
fica:
d(g+w) dT ,[1dl 1 dM?
_—- - —1 M — -
ar 1 TUT UM ST Ty
2+ (y—)M*|dT | (y—=1)  ,dM?
- — M
[ 2 T2 M?
. i dar - dT, (y—1) M2 7 dM?
Aplicando a equacao (G-8) T = T, {2_'_ (v — 1) M2] M2 :
dlg+w) 1 21 470
= - _19 —O)M*| —
T g 2+ (=DM =
1 (y-DM? 1dM*  (y—1), ,dM
— -2 — 1) M2 M?
2[4—(7 ) ]{24—(7—1)]\42 M2+ 2 M?

e simplificando:

dg+w) _ {2+(7—1)M2] dTy (34)

C,T 2 T,

Nota: Eliminando T e Tj nos denominadores chegar-se-ia ao ponto de partida: d(¢+w) =
C, dTy = dhy.

G-9 Definicao da pressao de estagnacgao isentrépica

Para um géas perfeito ao longo de um processo isentrépico

-
P _ <£> i (35)
D2 Ty
Usando esta igualdade é facil obter relagoes para pressao de estagnacao
isentropica a partir da temperatura de estagnacao

ol -1

2 _ (%) _ <1+”T‘1M2)_ (36)
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Ainda, tomando logaritmos, Inp — Inpy = ﬁ(ln T —1InTp) diferenciando

e isolando dpy/po:

Ty dT
dpo _ dp v (Q__), (37)

Po p v—1\To T

G-10 Equacao da entropia
Para um gas perfeito
drT vy—1Y\ dp

ds = Cp——-C, | —— | — 38
s P P ( ~ ) D (38)

e também

-1
Sog — 81 = Cp In <%> — Cp (VT) In (i—j) . (39)
1
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G-10.

SINOPSE DAS EQUACOES GERAIS

dp dp _ dT

p P T

de_ 1

c 2T

dM? dv de

M? v c

dp  dv dA 0

p v A

d d d

0 Ch N Vel

P v 2 D

dF dp dA 0 9

- = Xy M

F p A +(1 VMQ)

d(q + w) dT 5 dv
= 1Y M2=

C,T 7=

d(q + w) 2+ (v = 1) M*] dT,

C,T 2 To

dTO dT’ ’}/—]. 2

—_— = — dM

To T+[2+(7—1)M2]

dpo _ @+L(@_d_T) _

Po p y=1\To T p

LT (1tyi

Cp T g p
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TIPOS ELEMENTARES )
DE ESCOAMENTOS COMPRESSIVEIS

O sistema de equacgoes apresentado na pagina anterior nao tem solucao anali-
tica geral. No entanto, ha varias situagoes-limite, de grande importancia pratica,
em que ¢é possivel encontrar uma solugao.

Escoamento ISENTROPICO

Um escoamento adiabético (¢ = 0 e w = 0, portanto dTp = 0) e sem atrito
(portanto reversivel) é isentrépico (ds = 0).

Este modelo aplica-se quando as variagoes de area da seccao transversal im-
portam mais que o atrito ou a transmissao de calor, o que se verifica quando
a area varia apreciavelmente ao longo de um comprimento curto e nao ha
separacao do escoamento. O escoamento sera tanto mais adiabatico quanto
melhor for o isolamento térmico da conduta.

Escoamento ADIABATICO COM ATRITO em conduta de SECCAO
CONSTANTE

Escoamento adiabético (¢ = 0 e w = 0, portanto d7y = 0), com atrito
(expresso por determinado f # 0), numa conduta em que a area da seccao
¢ constante (dA = 0 e portanto d(pv) = 0).

Este modelo aplica-se em tubos isolados termicamente, ou nos quais a po-
téncia por unidade de massa dissipada por atrito é tao intensa que a trans-
missao de calor através das paredes se pode desprezar. Normalmente esta
condigao sé se verifica quando o nimero de Mach nao é pequeno.

Escoarrlento COM TRASMISSAO DE CALOR em conduta de SEC-
CAO CONSTANTE sem atrito

De acordo com a equacao da energia, o calor e o trabalho trocados por uni-
dade de massa alteram a entalpia de estagnacao (C, ATy = ¢ + w); para
permitir tratar analiticamente as expressoes, despreza-se o atrito (f =0) e
considera-se que a secgao da conduta é constante (dA = 0).

Este modelo aplica-se quando as trocas de energia predominam sobre todos
os outros efeitos. Isso pode dever-se a reaccoes quimicas intensas, habi-
tualmente exotérmicas (o exemplo mais tipico é o escoamento em camaras
de combustao), ou a existéncia de um compressor, que fornece trabalho e
algum calor ao fluido.

Escoamento ISOTERMICO COM ATRITO em conduta de SECQAO
CONSTANTE

A temperatura é constante (d1' = 0), a secgao é constante (dA = 0), mas

hé atrito (f # 0).
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Este modelo aplica-se em gasodutos muito longos, em que o numero de
Mach é baixo e a poténcia por unidade de massa e de comprimento dissi-
pada por atrito é relativamente pequena. Como essa poténcia é pequena,
a temperatura do fluido permanece quase igual a do meio envolvente, ape-
nas ligeiramente superior. A pressao vai-se reduzindo muito gradualmente,
mas, ao longo de distancias grandes, a perda de carga cumulativa chega a
ser grande e a massa volumica do gas também varia apreciavelmente.

ONDA DE CHOQUE plana

Consiste numa interface, uma quase-descontinuidade, de espessura muito
curta, através da qual as propriedades do fluido variam apreciavelmente.
O modelo é o de uma interface plana ortogonal ao escoamento, que, em
virtude de a espessura ser tao curta, nao sofre variagao de érea (dA = 0), é
adiabética (¢ = 0 e w = 0, portanto d7y = 0) e nao tem forgas aplicadas (a
funcao de impulso conserva-se, dF' = 0),

Nas seccoes seguintes, o sistema geral de equagoes diferenciais da pagina 18 é
simplificado para cada um destes grupos de restri¢oes e integrado.
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3 Escoamento isentrdépico
(adiabatico, sem atrito)

Para relacionar as propriedades do escoamento isentropico entre duas secgoes,
vamos integrar as equacoes gerais da pagina 18, depois de lhes aplicar as sim-
plificagbes correspondentes. As manipulagbes algébricas nao sao dificeis, mas
sao trabalhosas, dado o nimero de equagoes. Como nos interessam sobretudo os
resultados finais, estes destacam-se em letra normal e os passos intermédios escre-
vem-se em letra mais pequena. Comecemos por simplificar o sistema de equagoes
para este caso particular:

Escoamento adiabatico sem troca de trabalho: dlg+w)=0
dT;
Pela equagéo (G-7.b): —2—p
Ty
Por nao haver atrito: f=0
Um processo reversivel é isentrépico: ds=0
_ dr [ T Y I
D G‘8 N —_— = — dM
a equagao (G-8) T F (1)
i de 1] (-1 ]
D -2): — = — dm
a equagao (G-2) - > 25 (=)
- dp v\ dT [ (=) [
D -10): —=— )= = |z—F+—t—=|dM
a equagao (G-10) » (7 — 1) T FENCEREl
- dpo v\ dT v\ dr
D G-9): AL U AR [ AN P— '
a equagao (G-9) - (’y )T 1) T
dv -1 dT 1 dM?
D a -7): — = |l——| = =
a equagao (G-7) ” {(7 — I)MQ] T ST (= 1)ME M
dp —M? amM?
D ao (G-1): P _
a equagao (G-1) P 2+ (v — 1)M?] M2
dA M? -1 dmM?
D ao (G-4): — =
a equagao (G-4) A 2+ (v — 1)M?] M2
5 o dp dA dF —yM? + M? -1 yM? 7 dM?
Da equagao (G-6), substituindo " e F | 2x CESNE + 1+ ~02 | I

B 1 M2 dM?
(L AM2)[2 4+ (y — 1)M?2] M2
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Estas equacoes diferenciais podem ser integradas® entre duas seccoes, 1 e 2:

2
T027T01 :/ dT():O: = T()Q—T()l = 0
1
2
52—51:/ds:0: = S5,—5=0
1
T, 24T 2 —(y-1) ) /2 dM?
S B ¢ 2 R Y GV |
1H<TI> v T /1 2+ (y—1)M? =1 1 24+ (y—1) M?
— 1 2+(’v—1)M§]}__ [2+(7—1)M§}
- - {gty R el - e
o 2+ (y—1) M}
Ty 2+ (y—1) M2
de  1dT e [24 (y—1) M2
Como — = = —: = — = 5
c 2T a2+ (y—1)M;
dp v >dT P2 2+(7_1)M12]7/7_1
Como — = | —— , = £ = g
p v-1) T P 2+ (y—1)M;
2
Po2 — Po1 :/ dpg = 0: = pos—pog = 0
1
I (e
o) hov i RH(y—1)MAM2 2 M2+ (v — 1) M3]
v %[Q—I—(v 1)1\412}1/2
U1 M1 2+(’7—1)M22
p ( 1 )dT P2 2+ (v - 1) M
Como — = | —— = e -
y—1/) T P1 2+(7_1)M2
2 L 271/2
Como 22 — P1Y1 _ [2+(’Y—1)M2]7_1 My {2+(7—1)Mz}
Ay p2 V2 2+ (y—1) M7 My [2+ (y—1) M7

dz 1 dx 1 x
1 . oy ’ . . — 71 —_— — 71 .
Primitivas teis /a—i—bx b n(a+bx) e /x(a—i—bx) 0 n(a—f—bx)
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- Iy D2 Ay 2 ydM?
Da equagao (G-6), In <F1> = In (Ih) +1In (A1>+/1 11’7M2
- |(5) (52) ()
p1) \A1) \1+~y M}
Fy  (p2\ (A2 (14 M;
r - ()(%) (535)

s
(24 (y—1)MEIT My [24 (v —1) M7 1+~ M2

76D
N {2+(7—1)M§} M, {2+(v—1)M12} <1+7M12>
B %(1+7M§> [2+(7—1)M12]1/2
F, My \1+~yM2) |24 (y—1) M2

=

As expressoes anteriores permitem obter as relacoes de propriedades do es-
coamento isentrépico entre as condigoes de estagnacgao (M; = 0) e uma seccao
com um numero de Mach genérico (Ms = M). Vamos identificar as condigoes de
estagnacao com o indice 0.

TO(M) = Ty (40)
s(M) = sg (41)
T (M) B 2
To a 24 (y—1)M? (42)
c(M) B [ 2 11/2
co |2+ (y—1)M2 (43)
p(M) ] 2 1
po 24+ (y—1)M? (44
po(M) = po (45)
p(M) 2 7
o [2+(7— 1)M2] (46)
Deduzem-se também os resultados triviais:
AM) (M)
n 0 e R 0. (47)

Repare-se que em condigoes de estagnagao a area da secgao ¢ infinita.
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Para M =1 (condigoes criticas), no caso particular de v = 1, 4:

T
— =0,8333 e
Ty Po

P _ 0, 5283

As mesmas expressoes permitem relacionar os valores das variaveis entre uma
secgao com um numero de Mach genérico (Ms = M) e os valores criticos das
mesmas varidveis (isto é, na secgdo em que M; = 1). Os valores criticos vao

assinalados com *:

F*

v+1
2+ (y—1) M?

’7"‘]— 11/2

2+ (- 1)

-
A

v+1 17—
2+ (y = 1) M2

*

Po

{ ~y+1

1/2
Nota: v* = ¢
2+@—1Mﬂ] B

1
v+1 -1
2+ (y—1) M?

1+~
1 {2 +(y—-1) M2] 2(-1)

M v+ 1

1 [/1+~M? v+1 1/2
M\ 1+~ 24+ (y—1)M?

(56)

(57)

Em apéndice apresentam-se graficos de algumas destas fungoes para o caso em

que v = 1,4.
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Evolucao das propriedades de um escoamento isentropico
com seccao variavel

Designa-se por tubeira uma conduta em que o escoamento acelera e difusor
uma conduta em que ele desacelera. Em escoamento incompressivel, uma con-
tracgao é uma tubeira e uma conduta divergente é um difusor, mas nao acontece
assim em escoamento compressivel. O seguinte quadro sumariza a evolugao das
variaveis nos varios casos.

M Conduta divergente:

DIFUSOR SUBSONICO

TUBEIRA SUPERSONICA
% dA/dz >0

dp/dz > 0 dp/dx < 0
dl'/dz > 0 dT'/dx < 0
Mo<1 dp/dz > 0 M1 dp/dz < 0
dv/dz > 0 dv/dz > 0
dM/dx < 0 dM/dx > 0
de/dx > 0 de/dx < 0

% Conduta convergente:

DIFUSOR SUPERSONICO

M TUBEIRA SUBSONICA
dA/dx <0

dp/dz < 0 dp/dx > 0
dl'/dz < 0 dT'/dx > 0
M<1 dp/dx < 0 M1 dp/dx > 0
dv/dx > 0 dv/dx > 0
dM/dz > 0 dM/dz < 0
de/dx < 0 de/dx > 0

Nota: Recordamos que este quadro diz a respeito a escoamento isentrépico, por-
tanto sem perda de carga.
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3.1 Caudal Massico

Por defini¢ao, o caudal massico de um escoamento unidimensional é: m = pv A,
sendo p, v e A valores uniformes numa dada selec¢ao transversal do escoamento.
Pela equagao da continuidade sabe-se que m nao varia de seccao para sec¢ao num
escoamento estacionario.

Aplicando as relagoes atras deduzidas para escoamento isentrépico:

A RT \/VRT T Ty
usando M :E = Y
c YRT
_ 2 _
Iy _2+(y-1)M =1+(7 1)M2
T 2 2
9 1 (y—1) EEED
Po 7 Y= 5 77!
po _ = 1+
p bw—nw} [* 2 }
vem: (1 v)
m (y—1) 3751
— =M M?
= e [ e
ou.:

—(v+1)

T =y [ e

Nota Importante: Esta equacao ¢ vélida genericamente em cada seccao como
relagao entre o caudal e a pressao de estagnagao isentrépica e a temperatura de
estagnacao dessa seccao. Se o escoamento for isentropico, a pressao de estagnagao
nessa seccao serd a mesma que noutros sitios mas, em geral, cada seccao tem os
seus proprios valores de py e T.

Vale a pena ressaltar dois aspectos desta equacao do caudal méssico por uni-
dade de érea:

e O caudal méssico por unidade de drea é proporcional a py/+/1p, para um
dado nimero de Mach.

e Para determinado fluido e dadas condicoes de estagnacao, o caudal massi-
co por unidade de area é mazimo para M = 1, como se ilustra na figura
(particularizando para v = 1,4).

m m Po
Nota: Paray=1,4e R =287 J/(kg K), (—) = (—) =0,04042 —.
A A) oy i

max
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Figura 5: Caudal méssico por unidade de &rea adimensionalizado pelo caudal méssico
por unidade de drea em condicbes criticas. As curvas cobrem uma gama ampla de
razoes de calores especificos, entre y = 1.2 e v = 1.8.

3.2 Condigoes de estagnacao

As condigoes de estagnacao de uma determinada seccao correspondem muitas
vezes a um escoamento virtual, porque nao se verificam de facto, mas sao aquelas
que se atingiriam ao cabo de uma desaceleracao isentréopica ou, equivalentemente,
aquelas de que se tinha de partir para acelerar o fluido isentropicamente desde a
velocidade nula até as condi¢oes actuais na secgao.

\ Todas as — /
1 variacoes N\ A J/
AN Aj _ Ay possiveis As . —
~ P1 D2 :
v=20 3 —_— ; v=20
—— - Tl T2 /_ —
/ M, M,
Y N\

/ o, Tow My = 1Ms | Po2s Too \
Escoamento virtual Escoamento virtual
isentropico isentropico
em condicoes de estagnacao 1 em condi¢oes de estagnacao 2

Figura 6: Duas secgbes de um escoamento, com condicoes de estagnagao diferentes.

Pode ser que, nem a montante nem a jusante da seccao se verifique uma evo-
lucao isentropica. Inclusivamente, se se tratar de um escoamento supersénico, em
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muitas situacoes é tecnicamente impossivel desacelerar o escoamento sem provo-
car ondas de choque (ver sec¢ao 7), que implicam um aumento consideravel de
entropia. Apesar disso, pode sempre definir-se um estado de estagnacao isentré-
pico, pelo menos virtual, de onde o fluido poderia ter acelerado isentropicamente
até as condigoes actuais, ou que atingiria se fosse desacelerado isentropicamente.

A impossibilidade técnica de desacelerar isentropicamente um escoamento su-
personico resulta de que ha duas solugoes para um escoamento compressivel com
determinada seccao e caudal méssico, sem exercer forcas sobre o escoamento
(mesma func¢ao de impulso) nem trocar calor com o exterior (mesma entalpia es-
pecifica de estagnacao). Uma dessas solugoes é subsdnica e a outra é supersonica.
A alternativa subsonica tem maior entropia especifica e, portanto, o escoamento
pode transitar directamente de supersénico a subsénico (onda de choque), mas o
inverso é contra o segundo principio da Termodinamica.

Outra maneira de entender a dificuldade de desacelerar um escoamento su-
persoénico é reparar que o som (as ondas de pressao infinitesimais) ndo conseguem
propagar-se para montante e, portanto, uma alteracao da pressao a jusante nao
se transmite para tras: o escoamento de montante estd numa zona de siléncio,
analoga a representada na Figura 3. A tnica forma de influenciar o escoamento
a montante é provocar a sua passagem a subsénico (onda de choque).

Outra forma de perspectivar o problema, equivalente ao argumento da maxi-
mizacao da entropia, é considerar a instabilidade inerente a desaceleracao de um
escoamento supersonico. Um escoamento subsénico é comparavel a um péndulo
articulado em cima, um escoamento supersonico é comparavel a um péndulo ar-
ticulado em baixo: enquanto o péndulo articulado em cima é estavel, é dificil ou
praticamente impossivel manter na vertical um péndulo articulado em baixo.

A temperatura de estagnacao é a mesma para qualquer processo de desace-
leragao adiabdtico, seja reversivel (isentrépico) ou irreversivel. Por esse motivo,
se refere a pressao de estagnacdao isentropica, mas basta dizer temperatura de
estagnacao adiabdtica.

3.3 Area critica virtual

A seccao 3.1 mostrou que um caudal 7 pode evoluir isentropicamente desde uma
sec¢ao genérica até uma seccao critica, com area A* que é funcao das condigoes
de estagnagao pg e Ty da seccao. Deste modo, tal como se mostra na Figura
6, podemos atribuir a cada seccao uma area critica A* isentrépica, pelo menos
virtual, que se relaciona com a drea da secgao pela relagao de dreas (56).

A dificuldade técnica de desacelerar um escoamento supersonico até condi-
¢oes criticas é a mesma, assinalada acima, para o desecelerar até as condicoes de
estagnacao.
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4 Escoamento adiabatico com atrito em condu-

ta de seccao constante

Nesta seccao simplificamos as equacoes gerais da pagina 18 para este tipo parti-
cular de escoamento, para as integrar entre duas secgoes da conduta. Como na
secgao anterior, os resultados finais aparecem em letra normal e os passos inter-
médios em letra mais pequena. Comecemos por simplificar o sistema de equacoes

gerais:

Escoamento adiabéatico sem troca de trabalho:

Pela equagao (G-7.b):

Conduta de 4rea transversal constante:

Da equagao (G-8):

Da equagao (G-2):

Da equacao (G-7):

Da equagao (G-4):

Da equagao (G-1):

d,
Da equagao (G-9): bo
Po
Da equagdo (G-6):
Da equagao (G-10):
d
Da equagao (G-5): f Bx =

dlg+w)=0
dTy
T !
dA=0
ar- v—1 9
T {2+(7—1)M2}dM
dc -1 v—1 9
= = - |— 1 = | dM
c 2 {2+(71)M2}d
dv ~1 dr 1 dM?
v (y—1)M2| T — 24 (y—1)M2 M2
dp -1 1 dM?
p 2+ (y—-1)M2] M2
dp  [-1—(y—1)M?] dM?
p [ 2+(y-1)M2 | M?
dp v \dT _ —1—(y—1)M?+~yM?*] dM?
D y—1) T 24+ (y—1)M? | M2
dpo ~1+M? ] dMm?
po |24+ (y—-1)M2| M?
aF M? -1 dM?
F o (L+yM2)[2+ (y—1) M2 M2
ds _ (y-1)(1-M?*) dam?
Cp A2+ (y—1)M? M?
2 dp dv —1—(y—1)M? 4y M?] dM?
yM?2 p v yM? 24 (y—-1)M?] | M?
:>fd7x B 2(1— M?) dM?
D yM2[2+(y—1)M2 M2
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Estas equacoes diferenciais podem ser integradas? entre duas seccoes, 1 e 2, da conduta:

2
T027T01 :/ dT():O: = T()Q—T()l = 0
1
De dA = 0: = A2:A1
1H<TQ> - 2d£ /2_(7_1)sz — ln[Z—l—(’y—l)J\/[Qz]
n) LT L 2+(v-1) B 24 (y— 1) M7
N E _ {2+(’7—1)M12}
Ty 2+ (y—1) M3
| dr o 24 (v —1) M2
Como — = - —: = —= 5
27 A PR
2

w) _ [fdv_ [ dn? _ L [ M2 (1) Mg
ln(vl) ‘/1 v ‘/1 2 DMIAE 3 {M% [2+(71)M§]}

vy My [2+ (y—1) M)
V1 Ml _2—{—(’}/—1)M22_
dp dv P2 My [24 (y = 1) M3 ] 2
Como — = ——: = @ — = — 5
p v p1 My |2+ (v —1) M7
Como 22 = 2T, P2 _ M [2+ (= 1) M)
o Tl P1 My |2+ (v — 1) M3 |
-
Integrando (G-9) com dTp =0: In (ggj) = % In (2) = 1In [zj 2) 7—1]
poy _ My {H(v—l)M%T/Q {2+(7—1)M§r—1
por My [2+4(y—1) ME 24 (y—1)M;
Pos . M1 |:2 + (’y — 1) M22:| 2(y-1)
Por My |2+ (v —1) M}

dx 1 dx 1 x
2Primiti 't':/ =-1 b /7271
rimitivas 1teis Ttbs b n(a+bx), P P o Py

e/ dz _;1_’_@111 a+bzx
w2(a+bx) ax a x '
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F:
Integrando (G-6) com dA =0: In (2> =1In

14 M7 p1 14+ M;
_wlM [2+(71>Mf]”2<1+7M§>}
My [2+ (y—1) M3 14 M7
L B M 1+7M22> [2+(7—1)M12}1/2
Fy > \1+y M}/ |2+ (y—1)Mj

=1
_ T _
Integrando (G-10): 520 1 (ﬁ) — ’YTlln (Z) =In [% (Zi) K ]
P

—1 ~y—1

=2

[2+(7—1)M12} <M2)7 [2+(7—1)M22] 27y
= In . 2T )2
2+ (y—1)M2| \ M, 24 (y—1) M7
ot 9 i
LTS <%)’Y [2+(7—1)M12 v
Cyp 1 24 (y—1) M;
2(1—M?) dM?

Como fd—x =
D M2 24 (y—1) M2 M2’

/Qfdx B /2 2dM? /2 2dM?
0D M2+ (v =) MP] S v MP 24 (v 1) M2

supondo que f seja constante no intervalo:

plpt [ ot (B2 ()

2

1| {[2+(7—1)M2]§1 [2+(7_1)M2]1/7}
+1In

v M?

M? M?

1
y+1

an { [2+ (WAZ;)M?] 2y }

1
I A SR U U M2 2+ (y—1) M3 5y
Toy\mMz o Mz) T MR 2+ (- 1) M7

D 4y \M2 M2 2 M2 2+ (v —1) M2

2
1

M2

ou finalmente = f
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Estas expressoes permitem relacionar os valores das varidveis para um nt-
mero de Mach genérico My = M com os valores criticos das mesmas variaveis
(M; = 1), assinalados com *:

(M) = T (58)
A = A (59)

0 - it

R P T "

*2 - LHE)MJW om0

pi\f) _ %:“?I?MT/Q (63)
ot

e wE) et @

%p_s* ~ v {u(ﬁi)wr_ﬁ (67)

x* designa a coordenada longitudinal da secgao critica (M = 1); M é o nimero
de Mach na secgao genérica x. Para a distancia L* = (z* — ) do primeiro mem-
bro da tultima expressdo ser positiva (z* > x), trocou-se a sequéncia usada nas
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expressoes anteriores: a sec¢ao 2 é a secgao critica (zo = z*) e a sec¢do 1 tem um
ntimero de Mach genérico, x1 = z(M).

No escoamento adiabatico com atrito verifica-se que a situagao limite do es-
coamento é M = 1, tanto para valores crescentes como decrescentes de M:

e Se 0 escoamento comeca com um nuimero de Mach inferior a 1, o ntimero
de Mach ird aumentando ao longo da conduta até atingir o limite M = 1.
A maior conduta possivel com aquele caudal e aquelas condigbes de alimen-
tagao é aquela em que, no final, M = 1.

e Se 0 escoamento comeca com um numero de Mach superior a 1, o nimero
de Mach reduzir-se-a4 ao longo da conduta aproximando-se de 1. A maior
conduta possivel com aquele caudal, as mesmas condicoes de alimentacao e
sem choque é aquela em que, no final, M = 1.

f24 y=14 fﬂ‘l y=14
D D
3 A 3
2 R 2
1 1 1
[— e
=
0 0
0 1 2 3 4 M 0 1 2 3 4 M
\ \ &
— —= %
o [

Figura 7: Distancia adimensional & secgao critica, em fungdo do niimero de Mach,
numa conduta adiabdtica com atrito, para v = 1.4. Para escoamento subsénico (a
esquerda) e supersénico (a direita).

Repare-se que, sendo

dv 2(1— M?) dM?
D AM22+ (y—1)M?% M2’

f

para (1 — M?) = 0 um acréscimo dz do comprimento da conduta provocaria uma
variacao dM = oo.
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Evolucgao das propriedades num escoamento adiabatico com
atrito em conduta de seccao constante

Repare-se que, em escoamento subsdnico, esta conduta é uma tubeira e em
supersonico é um difusor. O seguinte quadro sumariza a evolucao das variaveis
Nnos VAarios casos.

LN
I Escoamento subsénico:
077 M <1
Q
lé M tende para 1 dM/dz > 0
| dd/de =0 dT/dz < 0
= ds/dx > 0 dp/dz < 0
= dpo/dz < 0 dv/dx > 0
ZN
@  — Escoamento supersoénico:
VN M>1
Q
QE) M tende para 1 dM/dz < 0
%] dlo/dv = 0 dp/dx > 0
o)
7| dd/dz =0 dT/de > 0
g| ds/dz >0 dp/de > 0
g dpo/dz < 0 dv/dx < 0
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5 Escoamento isotérmico em condutas de seccao
constante, com atrito

A baixos numeros de Mach, o escoamento isotérmico em condutas de sec¢ao cons-
tante com atrito é muito semelhante ao escoamento adiabatico no mesmo tipo de
condutas, pelo que nao costuma ser referido na disciplina de Mecanica dos Flui-
dos I. De qualquer modo, dadas as semelhancas, depois de estudar o escoamento
adiabatico, o estudo do escoamento isotérmico nao requer praticamente nenhum
esforco suplementar.

Nesta seccao simplificam-se e integram-se as equagoes gerais da pagina 18
entre duas secgoes de uma conduta. Como anteriormente, os resultados finais
aparecem em letra normal e os passos intermédios em letra mais pequena. Co-
mecemos por simplificar o sistema de equacoes:

Temperatura constante: dT' =0
Conduta de area transversal constante: dA=0
d
Da equagao (G-2): ?C =0
. dv 1 dM?
Da equagao (G-3): — =535
d 1 dM?
Da equagao (G-4): ?p = 577
d 1dM?
Da equagao (G-1): ;p = —>F
Da equagdo (G-5): f dﬁ — 1_77]\42 LW
ragae (o D AM2 M2
~ dT() (’y — 1) 2
D G-8): — = 7 7 dM
a equacgao (G-8) T CENPEISVE
dpo M? -2 dM?

Da equagao (G-9): o 2 2+ (v— 1) M?2] M2

N dF yM? -1 dM?
Da equagao (G-6): + = 3 EEORIE

d —1) dM?
Da equagao (G-10): O—S = (727 ) e
P
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Estas equacoes diferenciais podem ser integradas® entre duas seccoes, 1 e 2, da conduta:

De dT = 0: = =T
De dA = 0: = A2 - Al
De de = 0: = C=0C
w(? 2dv  1dM?>  dM I M,
n —_— = _— = = = — _— =
vy 1 v 2 M? M U1 M,y
m(22) - dp _ _1dM _ aM Lo M
p1 L P 2 M P1 M,
m (22) - tdp _ _LdM_ dM L bk _ M
P 1P 2 M? M D1 My
Supondo que f seja constante entre as seccoes 1 e 2:
/ P / 1—yM?*\ dM? 1 [*dM*  [*dM?
1 7M2 M2 v M* 1 M2

To — Iq 1 1 1 M12
e (Sl In| =
= 175 w(M% Mg)“(M;
1<T> dT_/ (y-DdM? (1), {2+(’y—1)M§}
v L

2+ (y—DMZ (=1

T T
De (9), o _ dp+’y(do_d>7 com dT = 0:

Do p v—1\Tp T

In <p02> :m <p2) LT H<Toz>
Doy D1 v—1 T,

0
_ Py _ My [2+(7—1)M22}7—1
Po1 My [2+4 (y—1) M7
dF dp dA ~dM? .
De(6), 7 = ?—i_j—*—m’ COHldA—O.
2 F M 1 M?
1n<F2):1n()_~_71n<1+7]W?2> - 2 _ 1 LZQ
Fy P1 ¥ 1+~ Mj F My \ 1+~ Mj
5251_/2d5_ 2771dM; L, S :fy—lln(%)
Cp 1 ©p 1 27 M Cp Y M1

d 1 d 1
*Primitivas titeis: /awfbx =5 mlatba) e /Wfbx):am (afbx)'
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Num escoamento isotérmico com atrito a situacao-limite é diferente da do
escoamento adiabatico com atrito. Como se viu, num escoamento isotérmico,

T (1—7M2) dM>

[
D v M? M2

Ora, quando (1 —~ M?) — 0, a variacio do ntimero de Mach num comprimento
infinitesimal de conduta tende para infinito: dM/dx — co. Conclusao andloga
se retira da equagao da funcao de impulso. Portanto, o nimero de Mach-limite
dos escoamentos isotérmicos é M*™ = /1/~ tanto para valores superiores como
inferiores de M. Nomeadamente:

e Se o0 escoamento comega com um numero de Mach inferior a M**, o nimero
de Mach aumenta ao longo da conduta até atingir o limite M**. Alcancado
esse limite, nao é possivel o escoamento numa conduta mais comprida, a
nao ser com outro caudal ou outras condigoes de alimentacao.

e Se 0 escoamento comeca com um nuimero de Mach superior a M**, o nime-
ro de Mach reduz-se ao longo da conduta aproximando-se de M**. A maior
conduta possivel, com aquele caudal e aquelas condi¢oes de alimentacao, é
a conduta para a qual, no fim, M**.

E4 v=14 fﬁll v=14
D D

1 / 1 /

U T R
0 1 2 3 4 M 0 1 2 3 4 M
A\ |\ E—
T ol /\A_4>**

Figura 8: Distancia adimensional & seccao critica, em func¢do do ntimero de Mach,
num escoamento isotérmico com atrito, para v = 1.4. Para escoamento subsénico (&
esquerda) e supersénico (& direita).

Entende-se por que é usual chamar condicoes criticas do escoamento isotérmico,
as correspondentes a M*™ = ,/1/7. Para evitar confusdes, indicaremos estas
condicoes criticas por dois asteriscos, **.
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A relagao entre as varidveis para o numero de Mach genérico (My = M) e
para o valor critico do escoamento isotérmico (M; = M*™ = \/1/~) é dada pelas
expressoes seguintes:

L) = T (69)
AM) = A™ (70)
(M) = o (71)
vii\f) _ ]‘1/-[/ - (72)
p(l*\f) _ \/A14/_7 (73)
p;i\:[) _ AZ/V (74)
fL**l()M) _ f(x*;“)—m) _ %(#_0_1 (7;42>
_ 7]1\/[2—1+1n(7M2) (75)
- R "
E Rl b
s(M)Cp—S** _ 7;11]&( JM) (79)

Nos escoamentos adiabaticos em condutas de seccao constante a temperatura
varia relativamente pouco, de modo que, excepto para nimeros de Mach elevados,
os escoamentos isotérmicos nao diferem muito dos escoamentos adiabaticos.
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Em escoamento isotérmico em condutas de seccao constante:

P2 _p2_u _ M

P op ve M

Em escoamento adiabatico em condutas de sec¢ao constante:

p2_p2_v_ M [2+(7—1)M%T/2
P P1 V2 M,

vy 24 (v — 1)M3

Mesmo na situacao extrema em que o fluido acelere de M = 0 até M =1/,/7,
24 (y— 1) M?

2+ (y—1)M3
relacao de pressoes s6 difere de um factor 0, 935.

1/2
o factor { } tem o valor de 0,935, para v = 1,4, e portanto a

Em qualquer caso, embora as equacoes deduzidas para escoamento isotérmico
sejam validas a qualquer nimero de Mach, na pratica o escoamento s6 se mantém
isotérmico enquanto o nimero de Mach for muito baixo, porque, a quantidade
de calor por unidade de massa, ¢ = C, (Tos — Tp;), que seria necessario trocar
com o exterior para manter a temperatura do fluido constante é cada vez maior
a medida que o ntimero de Mach aumenta. Por isso uma conduta comporta-se
cada vez mais como adiabatica, a medida que o nimero de Mach aumenta.

Consideremos um troco de tubo, aparentemente bom condutor, com um com-
primento L = 1 m, um diametro D = 0,1 m e um coeficiente global de transmis-
sdo de calor U = 100 W/(m? K). Suponhamos que a diferenga de temperatura
entre o interior e o exterior do tubo é AT = 100 K. A velocidade do fluido é
v =300 m/s a Mach M = 0,5, com massa voltimica p = 1 kg/m?, calor especifico
a pressao constante C, = 10® J/(kg K) e razao de calores especificos v = 1, 4.
Admitamos que o coeficiente de atrito é f = 0,05. O calor transmitido é @ =
(n DL)UAT = 3,14x 10> W, o caudal méssico é m = pv (r D?/4) = 2.36 kg/s,
o calor trocado por unidade de massa é ¢ =1,3 x 10> W/kg e a correspondente
variagao de temperatura de estagnacao é apenas ¢/C, = 1,3 K. Esta variagao é
muito pequena, apesar de termos admitido excelentes condigoes de transmissao
de calor ao longo de um trogo com um comprimento L/D = 10 relativamente
grande. Repare-se que um escoamento isotérmico a M = 0,5 atinge condigoes
criticas (M** = 0,85) ao fim de uma distancia adimensional f L**/D = 0,81, ou
seja, em L/D = 16; e um escoamento adiabético a M = 0,5 atinge esse nimero
de Mach 0,85 ao fim de uma distancia adimensional f L/D = 1,0, ou seja, em
L/D = 21.

Este exemplo numérico mostra como a M = 0,5, mesmo uma conduta fina, de
um metal muito condutor, com uma diferenca de temperatura entre o interior e
o exterior aparentemente grande, troca uma quantidade de calor muito pequena
por unidade de massa, quase como se fosse adiabatica.
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Evolucao das propriedades num escoamento isotérmico com
atrito em conduta de seccao constante

A evolucao é parecida a do escoamento adiabatico. Em escoamento sub-cri-

tico (M < \/1/v) a conduta ¢ uma tubeira e em super-critico, (M > /1/7) é
um difusor (em escoamento adiabético o Mach critico é 1). O seguinte quadro
sumariza a evolucao das variaveis.

N

O

M T
dT'/dx = 0
dA/dx = 0
defde = 0
dF/dz < 0

Igual
em super-critico

M — /1)y
dT'/dx = 0
dA/dz = 0
de/der = 0
dF/dx < 0

Igual
em sub-critico

Escoamento sub-critico:

M <1/

dM/dx > 0

dp/dx < 0

dpjdz < 0

dv/dx > 0

ds/dx > 0

dTy/dz > 0

dpo/d:r{> 0; M </2/(y+1)
<0; M >\/2/(v+1)

Escoamento super-critico:

M > /1]

dM/dz < 0

dp/dx > 0

dp/dz > 0

dv/dx < 0

ds/dz < 0

dTy/dz < 0

dpo/dx{<o;M< 2/(y +1)
>0; M >\/2/(v+1)

Em sub-critico o fluido recebe calor, embora a temperatura se mantenha; e em
super-critico perde calor, embora a temperatura se mantenha.
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6 Escoamento com transmissao de calor em con-
dutas de seccao constante, sem atrito

Nesta secgao simplificam-se e integram-

se as equacoes gerais, da pagina 18, ao

longo de um trogo de conduta de seccao constante, sem atrito, com transmissao
de calor. Como anteriormente, os resultados finais aparecem em letra normal
e os passos intermédios em letra mais pequena. Comecemos por simplificar as

equagoes gerais:

Por nao haver forgas aplicadas: dF =0
Por nao haver atrito: f=0
Conduta de area transversal constante: dA =0
Da equagao (G-6): b _ - dM?
D 1+~ M?
N dv 1 dM?
Da equagao (G-5): gl <1 n 7M2) e
. dp -1 dM?
Da equagao (G-4): " = (1 T 'yMQ) e
- dc 1 /1 —~yM?\ dM?
Da equagao (G-3): ~ =3 <1 . ’YMQ) e
- T 1—yM?\ dM?>
Da equagao (G-2): T (1 n WMQ) e
- dTy 1—yM?\ dM? (v—=1 5
D G-8): — = dM
a equacgao (G-8) T, <1+7M2 e + 3T (= 1) M2
Ty 2(1— M?) dM?
To (L+yM2) 2+ (y—1) M?] M?
d 1—-M? dM?
Da equagao (G-7-b), subtituindo dTy/To: (Z:Tw) = 1 TERTE
Da equagdo (G-9), substituindo @: do _ =7 M2+ —— 1
Po 14y M2 24 (y—1) M2
dpo v (M? —1) dM?
po (M) 2+ (y—1) M?] M?
dp dT d 1—M?Y\ dM?
Da equagao (G-10), substituindo ;p e C—i = (1 n 7M2> e
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Estas equagoes diferenciais podem ser integradas entre duas seccoes, 1 e 2:

De dA = 0: AQ—A1:O

f($2 —551)
D

dv 1 dM?
De — = :
v 14+~yM?2) M?

(2 (M
V1 n ].+’)/M2

vy {Mi 1+7M12}

De f=0 =0

2 | <M22 1+7M12)
— 1n _—
M2 1+ ~yM?

1

(%1 W 1—|—")/M22
dp —1 dM?
De — = :
P 14+~yM?) M?

P2 M? 2 M1+~ M2
nh{—=)=-In{——= =ln(-—2—-2
1 14 yM? M3 1+~Mj
pr _ [My 14y M;
1 | M21+~M2

1

—yM? \ dM?
De — = :
P 14+~yM?2) M?

In (22) = —7% In (1 -+ ’yM2)

: " (1 +7M12)
D1 L 1+y M3

»o 1+yM3
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substituindo ps/p1 € pa/p1 :

w (B 1+7M2 M§1+7M12
n = 1n - -
Ty 1+ M2 M2 1+ ~yM2
+ M2\’
( ) ( ﬂw)
T2 1+ M} ’

de 1dT Co TQ
D — = —— In{—=)=In|y/+=
¢ 2T n<01> n( T1>
CQ_MQ 1+’7M12
i My \1+yM?3
De dF =0 = I=F
d ds 1— M2\ dM?
e _——=
p 14+~yM?) M?
N S9 — 81 B dM2 _/2 dM2
o ) i MP1+aM?) 1+ M2
M2 2 1 2
=In|{—— — —1In(1 M?
n(1+’yM2) , S+ >1
2
r 2
=In|———(1+yM»)/
|l ) ]
[ yt+l
1 M3 <1+7M12> vy
= 1n _— _—
M2 \1+~yM;
D dly dT (v — 1) M?> dM?
(& _— = — :
T T 24 (y—-1)M?| M?
T; T. 2 dM?
In(=2)=m(=2 —i—(”y—l)/
Tt T L 24+ (y—1)M?
Too M3 (14 yM; ? (v—1) 2
In{—|=h|—F|——— +—In|2+(y—1)M
Il<T01) MMz \1T 013 (V—l)n[ (v = DA

1+ yM?

24 (y—1)M3

=1In

(

1+ yM?2

) (=)
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Ty M3 (1 +7M12)2 <2+ (v — 1)M§)

Ty MZ2\1+~MZ2) \2+ (y—1)M2
d; d dly dT
De o _ 9P + (L) [—0 — —} , aproveitando a integracao anterior
Po =11 Th T

p
_ 2
iln(zﬂ):ln(@)—i—( 7 )ln[2+(7 1)M22]
Pos P v -1 24 (v — 1)M;

-
—ln <1—|—7M12> (2—1— (v — 1)M22)vl

1+ yM?2 2+ (y—1)M?

o
Poz _ <1+7M12) (2—1— (v — 1)M22)7—1

Por L+yM3 ) \2+ (v — 1) M7

As relagoes entre as diversas variaveis a um dado numero de Mach M e os
valores criticos (assinalados com *) obtém-se como caso particular dos resultados
anteriores substituindo My = M e M; = 1:
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=
s

=

’B ‘
*

=
IS

M2
(1+7M2)

F*

i1
m a2 (2 )
14~y M?

MQ( 1+ )2 [2+(7—1)M2}

14~y M? v+1

(1+A74M2> (L+7v)[2+ (v —1) M?]

e

l1+7 [24(y=1)M*]>T
1+~ M2 v+1
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Evolucao das propriedades num escoamento com transmis-
sao de calor, sem atrito nem variacao de seccao

Os quadros desta pagina e da pagina seguinte sumarizam a evolucao das va-
riaveis.

Calor fornecido ao escoamento
M tende para 1
q > 0
dTy/dx >
ds/dz >
dpo/dx <
dA/dx =
dF/dx =

o O O o O

NN N\

077N WN
Escoamento subsénico Escoamento supersénico
dM/dz > 0 dM/dx < 0
dp/dx < 0 dp/dx > 0
dp/dz < 0 dp/dx > 0
dv/dz > 0 dv/de < 0
dl'/dx > 0
M < +\/1/v:
& { de/de > 0 dl'/dx > 0
dl'/dx < 0 de/dz > 0
M > \/1/v:
& { defdz < 0

Em muitos casos, a poténcia térmica por unidade de massa que é preciso for-
necer ou extrair ao escoamento para a troca de calor ser importante é tao grande
que nem sempre é tecnicamente viavel realiza-la. A combustao permite atingir po-
téncias de aquecimento muito elevadas, mas as poténcias de arrefecimento estao
bastante limitadas pela diferenca de temperaturas e pela resisténcia térmica.

46



Calor extraido ao escoamento
M afasta-se de 1
q < 0
dTy/dx <
ds/dx <
dpo/dx >
dA/dx =
dF /dx =

o O O o O

NN N

NN WN
Escoamento subsoénico Escoamento supersénico
dM/dz < 0 dM/dz > 0
dp/dx > 0 dp/dx < 0
dp/dx > 0 dp/dx < 0
dv/dx < 0 dv/dx > 0
dTl'/dx < 0
M < /1]~
& { de/der < 0 dT'/dx < 0
dT/dz > 0 de/dz < 0
M > \/1/~:
& { de/de > 0

Repare-se que, em escoamento subsoénico, a adicao de calor acelera o fluido; em
escoamento supersénico reduz a velocidade. Para /1/y < M < 1, em subsénico
o aquecimento diminui a temperatura do fluido, em supersénico o arrefecimento
aumenta a temperatura do fluido.

Os titulos desta seccao referem-se a calor trocado, mas as conclusoes man-
tém-se se o escoamento trocar trabalho em vez de calor (w em vez de q), desde
que a forc¢a resultante continue a ser nula, para nao haver variacao da funcao de
impulso. S6 com esta condicao é que estas equacoes se aplicam entre as seccoes
de entrada e de saida de um compressor ou de uma turbina. Obviamente, dentro
da turbomaquina o escoamento passa por significativas variagoes de area e uma
andlise unidimensional deste tipo nao se aplica.
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7 Ondas de choque

Em certas circunstancias que analisaremos a seguir, da-se uma variagao brusca
das propriedades do fluido e o escoamento passa directamente de supersénico a
subsénico. Esta quase descontinuidade denomina-se onda de choque. Experimen-
talmente (por fotografia SCHLIEREN), verifica-se que a variagao de propriedades
a que chamamos onda de choque se da ao longo de uma distancia da ordem de
0,1 p comparavel, portanto, ao percurso livre médio das moléculas do gas. O
facto de as ondas de choque possuirem uma espessura tao pequena justifica as
seguintes simplificagoes fundamentais do modelo que se apresentara:

1. Escoamento adiabdtico (nao ha troca de calor ¢ nem de trabalho w):
d(q +w) = 0;

2. Sem forgas exteriores aplicadas, isto é, com func¢ao de impulso constante
(esta simplificagao restringe o modelo as ondas de choque estacionarias):
fdxz/D =0 ou dF = 0;

3. Sem variacao de area transversal ao longo da espessura da onda de choque:
dA = 0.

Mesmo que a conduta seja um cone muito aberto, que as poténcias térmicas
por unidade de area sejam enormes, ou que as forcas por unidade de area sejam
muito grandes, o argumento para estas simplificacoes é considerar que a distancia
entre as duas secgoes é tao pequena (ro — x1 ~ 0) que elas tém a mesma érea, a
forca de atrito no espaco entre elas é nula e o calor trocado entre elas também é
nula.

Embora, muitas vezes, as ondas de choque sejam obliquas em relagao ao es-
coamento trataremos apenas o caso de ondas de choque planas unidimensionais,
perpendiculares ao escoamento. A generalizacao para o caso de ondas obliquas
nao é, alias, dificil, pelo menos em primeira aproximagao.

A verificagao das condigoes 1 e 3 corresponde a um escoamento adiabatico nu-
ma conduta de sec¢ao constante. A representacao destes estados termodinamicos,
por exemplo num diagrama T-s, designa-se por LINHA DE FANNO. As condigoes
2 e 3 verificam-se num escoamento sem atrito numa conduta de seccao constante.
A respectiva representagao, por exemplo num diagrama T-s, denomina-se LINHA
DE RAYLEIGH. A onda de choque da-se entre os pontos de intercepcao das linhas
de FANNO e de RAYLEIGH.

Sem entar na discussao do que se passa dentro da onda de choque, considere-
mos as duas seccoes transversais 1 e 2 que a limitam, representadas na Figura 9.

48



Escoamento | Escoamento -z
supersonico subsoénico

seccao 17 seccao 2

Figura 9: Volume de controlo entre duas secgoes que enquadram uma onda de choque.
A esquerda o escoamento supersénico e a direita é subsoénico.

7.1 Escoamento adiabitico com seccao constante:
linha de Fanno [d(q +w) = 0; dA = 0]

Apliquemos as restrigoes de Fanno as equacgoes gerais da pagina 18:

Escoamento adiabético: dlg+w)=0
Da equagao (G-7.b): dTp =0
Conduta de drea transversal constante: dA =0
- drT ~v—1 9
D -8): e SV
a equagao (G-8) T 3T (= 1) M2
~ dc 1dT
Da equagao (G-2): ~ =37
a equagao (G-3): el v T
N dp 1 /dM? dT
Da equagao (G-4) com dA = 0: " =3 (]\42 + T)
- dp  dp  dT dp  1dM?* 1dT
Da equagdo (G-1), r + T s - 3 T3
o dT dp 1 dM? v—1 9
—: — = —= - M
Substituindo T » 5 2 T (= 1)
1 M3 1 [2 —1) M3
Integrando entre as duas seccoes *: In <§?> =3 In (JV[?Q) ~3 In [M] )

Aplicando o operador exponencial e rearranjando, obtém-se a relacao de pressoes
correspondente a linha de Fanno:

P2 _ {2+(7—1)M12}1/2(M1)' (92)

D1 2+ (v —1) M3 M,
4Primitiva til: / o jl_xbx = % In(a + bx).
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7.2 Escoamento sem atrito e seccao constante:
linha de Rayleigh [dF = 0; dA = (]

Apliquemos agora as restricoes de Rayleigh as equagoes gerais da pagina 18:

Por nao haver forcas aplicadas: dF =0
Conduta de area transversal constante: dA=0
Da equagao (G-6): 7 dM?
p L4y M2
1 M3
Integrando entre as duas secgoes, como antes: In (pQ> = —In {ﬂ%] .
D1 L+~ Mj

Obtém-se assim a relacao de pressoes para uma evolucao de Rayleigh:

1 M?
P2 (L) (93)
P I+~ Ms

7.3 Onda de choque [d(g+ w) = 0; dF = 0; dA = 0]

Impondo simultaneamente as condigoes de Fanno e de Rayleigh, (92) e (93),
obtém-se a equagao a que deve obedecer uma onda de choque:

M\ [2+ (=DM 1+ M}

My ) [2+ (y—1) M3 1+ M;
Resolvendo esta equagao em ordem a M3 chega-se as seguintes duas solugoes (ver
demonstragao na pagina 51):

M2 = M?
M2 — 2+(7_1)M12 (94)
P2y MP—(y 1)

A primeira solucao é trivial e apenas indica que as condi¢oes podem ser idén-
ticas nas seccoes 1 e 2 ...nao havendo onda de choque entre essas seccoes. A
segunda solucao ¢ a que indica a relagao entre os estados antes e depois da onda
de choque, no caso de ela se dar.

Nota: As expressoes (94) referem-se a M? e M2, mas como os niimeros de Mach sdo razdes
entre médulos séo intrinsecamente positivos. Portanto, o sistema (94) néo se desdobra
em solugoes negativas.
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M, [2+(y-1)M2]Y? 1+ M2
Solugoes da equacao L [—’_(’7)1] = <+’71>

M, [2+(y— 1) M3 1+9M3

Esta equagao é do segundo grau em M3 (e em M?) e resolve-se pelo método habitual, uma
vez reduzida & forma candnica.

Elevando ao quadrado e multiplicando pelos denominadores fica:
2 2
M2+ (v = D)MP] (L4+yM3)" = M7 [2+4 (v — 1)M3] (1 +vM7)
Com o objectivo de por em evidéncia M2 e M3 tem-se, sucessivamente:

[2M7 + (y = )M} (1 + 2y M3 +~*My) = 2(1 + yM?)* M3 + (v — 1)(1 + yM7)* My

[2M7 + (v = 1) M| + {29 2 M7 + (v — 1) M{] — 2(1 + v M7)*} M3+
+{V¥ M+ (y=1)M{] — (v = 1)1+ M)’} M3 =0

que é uma equacio algébrica de segundo grau (em MZ) na forma aMs +bM2 + ¢ = 0, sendo:

a= Y [2ME 4+ (v —1) M}] — (v = 1)(1 + v M7)?
= 29V°MP+ (v - )M} — (v = 1)1+ 2y M+ > M) = 2y M} — (v—1)

b= 2y[2ME+ (v—1) M}] —2(14y M32)? = 4y M7 + 29> M} — 2y MY —2 — 4y ME — 272 M
= 2y ME -2

c= 2M? + (y— 1) M2

—b+ Vb2 — 4ac
As solugoes de uma equagao do segundo grau sao M22 i ve— em que o discrimi-
a

nante se pode desenvolver:
b* —dac= (2yM{ +2)* —4 [2yM? — (v — 1)] [2M7 + (v — 1) M{]
= 42 ME + 8yM + 4 — 16y M} + 8(y — 1)ME — 8y(y — 1)ME 4 4(y — 1)2 M}
=4 [yMP + (v = 1)°M{ +1 = 2y(y = 1)M} + 2(y — 1) M7 — 8yM{]
2
=4[y M} = (y—-1) M} —1]

Portanto:

2y M+ 2% Al ME— (7 - ) ME—1 M4 1 [y ME— (y— 1) M2~ 1]

2
Mz = 22y M} — (v - 1)] a 29 M} — (v —1)
YMEA1I+y M —(y =) ME -1 o2y MP—(y=1) _ 0
M2 = 27 Mf — (v - 1) P2y M - (v 1) '
YME+1—AM} — (y=1)MF -1 24 (y = 1M
2y M — (v —1) 2y MP—-(v-1)
Obviamente também se tem:
M3
MP =94 24(-1)M3
2y M3 —(y-1)
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A partir da relagdo (94) entre os nimeros de Mach antes e depois da on-
da de choque podem determinar-se com relativa facilidade as relacoes entre as
propriedades termodinamicas a montante e a jusante de uma onda de choque:

p2 _ 1y M?

Equagao (93) (sem atrito e seccao constante): = ———
O ) N E

Escoamento adiabatico: Ty, = T

Integrando a equagao (G-8) de Fanno (pag. 49): —= =

T;

Da equacao de estado: P2 _ P21
p1 p 1>

z ~ U2 P1

Da conservagao de massa em condutas de secgao constante: - = =
U1 P2

& T

Da velocidade do som para gases perfeitos: 2 = 772
C1 1

Integrando a equagao (G-9) em escoamento adiabatico (com d7y = 0), vem:

dpo  dp ( g )dT Po2 D2 <Tz>ﬁ
- = _ _ = e B2 i
Do D =1, T Po1 p1 \T1

Integrando a equagao (G-10) da entropia:

=1
d dr -1\ d — T
ds _ __(7_)_10 I Tl R (p_) v

cp_T 7 p cp Tl D2

Para facilitar alguns calculos apresentam-se a seguir estas equacoes eliminando
Ms, de modo a obter expressoes explicitas em M;.
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7.4 Sinopse de equacoes para ondas de choque

2 2+(7_1)M12
29y M7 — (v —1)

P2 _ 29MP—(y-1)
D1 v+1
T, _ 2yMP—(y—-1D]2+ (v —1) Mf]
T (7+1)2M12
pr (v +1P M
p1 2+ (v —1) M7]
v 24 (y—1) M7

U1 (’Y—i—l)MlQ

c _ Ny {[27M12—(7—1)H2+(V—1)M12]

C1 (’7+1)M12
9 9 0
Poz  _ {(VH) M; }7—1{ (v+1)
Do 2+ (y—1)M? 2y ME — (v
sps1 o (2RO =DM 1 P2y ME - (v =)
Cp (v+1)2 M} v v+1
F2 == Fl
TOl - TOl
Ay, = A
(xta—x1) = 0

)
104)
)
)

(98)

(99)

}1/2 (100)

(101)

(102)

103

105

106

O segundo principio da termodinamica impoe que sy > s; (por o processo ser

adiabdtico). Isso implica as seguintes desigualdades:

M, >1, My, <1.

Por outras palavras, s6 ha ondas de choque frontais de escoamento supersénico

(M; > 1) para subsénico (My > 1).
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7.5 Intensidade de uma onda de choque

Define-se a intensidade P da onda de choque como a variacao de pressao estatica
adimensionalizada pela pressao estatica antes da onda:

p-2_1 (107)

D1

2y M2 — (v —1
p-P__ 20 9} )—1 donde:
D1 v+1

2 (M2 —1
p - 2=l (108)

v+1

Para um choque de intensidade infinitesimal P — 0, M? —1 e (sy—s;1) — 0.
Isto é, um choque de intensidade infinitesimal é isentrépico e idéntico a uma onda
acustica.

sy —s; 0.20
CP
0.15 )
///
0.10 ]
0.05
/
/
0 ]
1 1.5 2.0 2.5 M;
——
0 1 2 3 4 5 6 P

Figura 10: Variacao de entropia de uma onda de choque em fungao da sua intensidade.

7.6 Velocidade de propagacao das ondas de choque

Na analise anterior considerou-se apenas ondas de choque estacionarias mas, me-
diante uma mudanga de referencial, é possivel estender o estudo a ondas de cho-
que que se propagam com velocidade constante num meio em repouso. Seja C' a
celeridade da onda em cada referencial.

A onda moével desloca-se no referencial do fluido em repouso com uma celeri-
dade
C = 1,
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Referencial da onda o C=0 "

(onda estacionéria) - —_—
Referencial do

meio em repouso __2: v Fluido em
(onda mével) v=0  repouso

Figura 11: Em cima, onda de choque no referencial da onda (onda estacionéria); em
baixo, onda de choque no referencial do meio em repouso (onda mével).

sendo vy e vy as velocidades antes e depois da onda de choque no referencial da
propria onda. Por definicao do nimero de Mach, C = v; = M; ¢y, e isolando
M na expressao (108),

c_ {M + 1} 1/2. (109)

1 2y
Uma onda de intensidade infinitesimal propaga-se com a velocidade do som ¢; no

fluido em repouso e uma onda de pressao de intensidade superior propaga-se com
uma celeridade C' maior.

A anélise anterior, representada graficamente na figura seguinte, mostra que
uma onda de pressao se desloca a uma velocidade superior a velocidade do som
(C/cy > 1). No limite de uma intensidade P infinitesimal (nesse caso a onda de
pressao seria uma onda actstica) a onda de pressao desloca-se, como ja se disse,
a velocidade do som.

=

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 P

Figura 12: Velocidade de uma onda de choque num meio em repouso, em funcao da
sua intensidade.
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8 Perguntas de revisao e desenvolvimento

Os primeiros 12 problemas contém solucgoes detalhadas e comentadas. Para fa-
cilitar ao leitor a confirmagao dos préprios cédlculos, apresentam-se resultados
com muitos algarismos: obviamente s6 os primeiros terao real significado, depen-
dendo nao apenas dos arredondamentos aritméticos como das simplificagoes da
modelagao e do rigor dos dados de que se parte.

1. Acelerando o fluido a partir de um reservatério com determinada pressao e
temperatura, qual a velocidade maxima que ele pode atingir, se a evolugao
for adiabatica, sem trocas de calor ou de trabalho?

Solugao: O facto de existir um minimo para a entalpia especifica, & temperatura absoluta
de 0 K, mostra que existe um maximo para a energia cinética especifica, num escoamen-

to adiabatico. Para determinada entalpia especifica de estagnagao, a velocidade sera
maxima quando a entalpia especifica for minimas:
2

vi .
hy = <hmm + "5“) ; sendo A.,in = 0, conclui-se que vVpmar = V2 ho.

Nesta condigao limite, toda a entalpia (toda a energia interna e toda a energia potencial
de pressao) se transformou em energia cinética.

2. Um depésito pressurizado descarrega ar para a atmosfera através de uma
tubeira convergente-divergente, representada na Figura 13. O escoamento
é critico na garganta (seccao 1) e supersénico a saida (seccao 2). Pretende-
-se: (a) a pressao do depésito, (b) a temperatura do ar a saida, e (c) a forga
exercida pelo escoamento sobre a expansao (pega entre as secgao 1 e 2).

Dados:

A =5x1073 m?

Ay =10 x 1073 m?
temperatura no depodsito: 293 K

P2 = Patm = ]-05 Pa

Figura 13: A pega da direita é um tubeira supersénica (conduta divergente).

Solugao:
O escoamento é critico em 1 pelo que A; é a édrea critica. Num escoamento isentrépico
a area critica é a mesma, pelo que a relagao de areas em 2 é:

Ay Ag 102

7_7:7:2
A* A 5x1073
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Das equagoes do escoamento isentrépico (cf: gréfico) resulta que Ma = 2,20 (escoamento
supersénico com Ay /A* = 2).

Nota: Repare-se que também existe um escoamento subsénico para a mesma relacao de
areas. O numero de Mach correspondente é 0,306.

Das equagoes do escoamento isentrépico tira-se, para M = 2,197:

T F
P2 _0,09393, ?2 —0,5088, P2 —0 1846, 172 — 1,150.

Po 0 Po *

Como ps = 10° Pa, a pressio no depésito (que é a pressao de estagnagao isentrépica) é:

10°

= 0,00303 10° P 11 atmosferas).
000303 — 1065 x 107 Pa - (cerca de 11 atmosferas)

Po

Como a temperatura no depdsito é a temperatura de estagnagao (Tp = 293 K), vem:
T, =10,5088 x 293 =149,1 K (= —124°C!).

Pode calcular-se a massa volimica no depédsito a partir da equacao de estado:

o 1,065 x 106 .
PO = R, 9287 x 293 » 66 kg/m

Da relagao de massas voltimicas: pg = 0,1846 x 12,66 = 2,337 kg/m?>.

Da temperatura em 2 pode determinar-se a velocidade do som nessa secgao:
Co=+/vyRT>, =244,8 m/s
e, como se conhece o nimero de Mach, pode calcular-se a velocidade:

vy = My s = 2,197 x 244,8 = 537,8 m/s.

Neste momento sao conhecidas todas as varidveis necesséarias para calcular a fungao de
impulso na secgao 2:

Fy = (p2+pav3) Ay = (10° 42,337 x 537,8%) x 1072 = 7,773 x 10° N,

Da relacao Fy/F™*, calculada acima, pode calcular-se a fungao de impulso em 1:

F 103
P 12 7,773 x 10

— - =6,749 x 10® N.
o/ F 1,150 80X

A forca exercida sobre o escoamento entre as seccoes 1 e 2 é F,, = F» — F; = 1010 N.
A forca que o fluido exerce sobre a superficie interna da tubeira é a reaccdo, simétrica
de F,: —1010 N. Se a flange tiver uma dimensao idéntica & da tubeira, como na Figura
13, a resultante devida a pessao atmosférica na superficie exterior teria uma componente
segundo x nula. Nesse caso, a forga de encosto das flanges seria de 1010 N.

Nota sobre a resolucao das equacoes: A primeira equacao utilizada no exemplo anterior
foi (56), que é explicita para calcular A(M)/A* e implicita para calcular M. Neste
caso, eram dados A/A* = 2,0 e v = 1,4; a incignita era M. Um primeiro passo
para resolver este tipo de equacao implicita é consultar o respectivo grafico. Con-
cluir-se-ia que existem duas solugoes, M ~ 0,3 e M ~ 2,2. Como, o enunciado
afirma que o escoamento é supersénico, sé interessaria a solucao M ~ 2,2. Vem
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a propésito dizer que a tarefa mais importante na resolugao dos problemas de es-
coamento compressivel é identificar todas as possiveis solugoes e averiguar qual se
aplica em cada caso.

O segundo passo ¢ refinar a solugao por aproximacoes sucessivas para obter mais
algarismos significativos. Pode usar-se, por exemplo, o método da regula falsi ou
da falsa posi¢do. A equagao (56), substituindo v = 1,4, era:

A, 1 (2r04Mm2Y
A« T M 2.4
Primeira iteracao:
Para M =215 — AJA* =1,9185
M =225 — AJA* = 2,0964

Por interpolagao linear, para A/A* =2,0 — M = 2,196.
Segunda iteragao:
Para M =2,19 — AJA* =1,9873
M=220— AJA* = 2,0050
Por interpolagao linear, para A/A* =2,0 — M = 2,19719.
A solugao era M = 2,197198, ou seja, M =~ 2,20.

Como é obvio, é possivel optimizar largamente o método numérico empregue. Tam-
bém se pode recorrer a graficos mais precisos ou a tabelas. No entanto, os gréficos
e tabelas mais comuns foram elaborados para v = 1,4 pelo que, para outros de
v, é indispensavel empregar as equacgoes, servindo os graficos ou as tabelas apenas
como aproximagao qualitativa.

As outras equacdes que apareciam no exemplo anterior eram de resolucao explicita.
Nomeadamente, dado M =2,20e v =1,4:
e

T 2 P 1
= 0,0935; etc.

2 v
e L Py ]
3. Retome-se a tubeira convergente-divergente do exemplo anterior, mas com
uma pressao no depdsito mais pequena, 1,038 x 10° Pa, para a mesma pres-
sao exterior de 10° Pa. Pretende-se estimar a velocidade do ar nas seccoes 1
e 2, a temperatura do ar a saida, e a forca exercida pelo escoamento sobre a
conduta divergente (pega entre as sec¢ao 1 e 2) considerando o fluido (I) in-
compressivel e considerando-o (II) compressivel. De acordo com a equagao
de estado, no depésito: p = po/(RTp) = 1,19 kg/m?.
Solugao:

I Célculo para escoamento incompressivel

Se o fluido for incompressivel (pa = po), pode estabelecer-se a equacao de Bernoulli en-
tre um ponto no depdsito e um ponto da secgao 2, ao longo de uma linha de corrente.
Omitindo o termo geopotencial,

1
Do =p2+§pv§, donde vy = 80 m/s.
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A
Pela equagao da continuidade v; = vy A—Z = 160 m/s. Ter-se-ia pois:
1

To =Ty =T, = 293 K (a temperatura ndo depende do escoamento)
po = p1 = p2 = 1,19 kg/m™?
pP1 = po— %pv% = 8,857 x 10* Pa

II Calculo para escoamento compressivel isentrépico

10°

p—z =
po 1,038 x 10°
do escoamento isentrdpico (cf. também o respectivo grafico): My = 0,231.

A saida, a relagao de pressoes é: = 0,963. Portanto, pelas equagoes

Das equagoes do escoamento isentrépico, para este nimero de Mach: T»/Tp = 0,989.
Donde: T; = 0,989 x 293 = 290 K.

A velocidade do som & saida é: ¢c3 = /Yy RTy = 341 m/s.

A velocidade do fluido & saida é: vo = M co = 0,231 x 341 = 78,8 m/s (em incompres-
sivel: 80 m/s).

A
2= 2587

Das equacoes do escoamento isentrépico para M = 0,231:

Como A1 =0,5 A5 A;/A* =1,293.

Para esta relagao de areas: M7 = 0, 526.

Para este nimero de Mach: T;/Ty = 0,948, donde: T} = 278 K. A velocidade acts-
tica na garganta é: ¢; = /yRT; = 334 m/s. A velocidade do ar na garganta é:
vy = Mjic; = 0,526 x 334 =176 m/s (em incompressivel: 160 m/s).

Para confirmar os resultados anteriores pode calcular-se o caudal méssico em 1 e em 2.
De M; =0,526 = p1/po=0,874 = p; =0,874 x 1,19 = 1,04 kg/m~3

De My =0,231 = po/po=0,974 = py=0,974 x 1,19 = 1,16 kg/m~3

Caudal méssico na garganta: mi; = pyv; A7 = 1,04 x 176 x 5 x 1073 = 0,915 kg/s;

Caudal massico a saida: Mg = pavp Ay = 1,16 x 78,8 x 1072 = 0,914 kg/s.

Portanto, mi = nis, dentro da precisao dos célculos.

Se o escoamento fosse incompressivel: 1 = pvy Ay = 1,19 x 80 x 1072 = 0,951 kg/s.

. Compare a razao entre a pressao de estagnacao e a pressao estatica no
modelo de escoamento incompressivel sem dissipacao de energia nem dife-
rengas de cota (equacao de Bernoulli sem diferengas de cota) e no modelo
de escoamento isentrépico de gés perfeito. Sugerem-se os seguintes passos:

(a) Escreva arazao de pressao para escoamento isentrépico de gés perfeito,
em funcao do nimero de Mach e da razao de calores especificos.

(b) Expanda essa fungao em série.

(¢) Escreva a equagao de Bernoulli na forma de quociente entre a pressao
de estagnagao e a pressao estatica.

(d) Utilize a equagao de estado dos gases perfeitos para eliminar a mas-
sa volumica na equacao de Bernoulli e exprimir o quociente entre a
pressao de estagnacao e a pressao estatica em funcao da temperatura
absoluta. Expresse essa temperatura em funcao da velocidade do som

num gas perfeito (¢ = /v RT).
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Solugao:
A expansio em série da razdo de pressdes em escoamento isentrépico de gas perfeito dé °:
M2 2—»

Po Y a2 4
— =1+-M(1+—+—M T 11
» +2 ( + 1 + 21 =+ ) (110)

Segundo a equacio de Bernoulli, a mesma razao de pressoes da ©:

oy lee o 0 (111)
p 2p 2

Conclui-se que é legitimo utilizar a equagao de Bernoulli em escoamentos estacionarios
quando os termos de ordem M* e superiores da expansdo em série (110) forem despreza-
veis. Por outras palavras, quando o valor entre parénteses nessa primeira expansao for
aproximadamente igual a 1.

Como a figura 14 da a entender, considerar os escoamentos estacionarios a Mach < 0,3
como incompressiveis conduz, em geral, a bons calculos da distribuigao de pressao.

Do o 1 v/ (v=1)
A equagdo (44) pode escrever-se na forma: — = {1 + (2) MQ} =(1+2z)" em
p

-1
que ¢ = i

Para |z| <1 (ou seja, até M < 2,24 se v = 1,4), a seguinte expansio em série é convergente:

-1 -1 -2

Substituindo valores nos primeiros termos da série:

x =

_ a2 n(n—1) 2 _ Va4 nin-1)(n-2) 5  v2-=7),%
ne = o M o =M 3! s M

Portanto, retendo apenas os primeiros 4 termos da série:

Po Yoz Yo V2= e Vo[ M 2= 4
Po Yz Yapr Y=Y ey Yz M BT e
D +2 +8 + 48 + +2 * 4 + 24 +
1
6A equacdo de Bernoulli pode escrever-se na forma Po_4 + 3 P42, Para um gas perfeito
p p
P 1 lp o 14° v ? Y a2 .
p RT N 2,V TORT T 2yRT 27 PECTT
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P Compressivel
o / Evolugao
1.6 // - E:Orresp(indente
7 a equagao de
/ Bernoulli
14 -
1.2 Z
—
//
1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 M

Figura 14: Razao entre a pressdo de estagnacio isentrépica e a pressio estdtica em fungao
do nimero de Mach. A curva de cima corresponde & equagao (110) com v = 1,4 e a de baixo
corresponde a equacdo de Bernoulli na forma (111).

5. Para apreciar o significado de o caudal massico por unidade de area ser
méximo para M = 1 (mantendo as condigdes de estagnacao) considere-se
o depdsito e a tubeira convergente-divergente apresentados no problema 5,
mantendo as condi¢oes no depédsito e examinando o escoamento produzido
por diversas condicoes a saida.

po = 1,07 x 10° Pa

Ty =293 K

Pext Variavel

Nota: a pressao do reservatério de descarga, a

pressao exterior, denomina-se em inglés back
pressure.

Para escoamento isentrdpico, aplicam-se as equagoes (44) e (56):

14y
v 1 [24+(y=1) Jﬂlz 2(y—1)
P2 |: 2 :| v—1 Ay Al/A* My y+1
- = ﬁ e —_— = " = 1+
o [24+(v—1)M; A Az/A | [24(-1) M2]3-D)
My [ y+1 }
p2/po pi/po Mz M P10
. 1 1 1 0 0 po
A AOTES ST 0,99 0,959 0,12 0,25 0.8 -
cessivamente mais
baixos da pressao 0,98 0,914 0,17 0,36 0.6 :
de saida, até o es- 0,97 0,864 0,21 0,46 P*/Po.———>
coamento ser cri- 0,96 0,807 0,24 0,56 0.4 -
tico na garganta, 0,95 0,736 0,27 0,68 .
t 3
e 094 0629 030 0,84 0.2 -
0,937 0,528 0,31 1,00 0 i
0 1 2
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A medida que a pressdo exterior foi baixando, o caudal escoado foi crescendo, até se
atingir M = 1 na garganta. A partir dai o caudal méssico j& ndo pode aumentar mais
nesta tubeira, com aquelas condigoes de estagnagao. Reduzir mais a pressao exterior ja
nao faz aumentar o caudal nem varia o escoamento a montante da contraccao.

Nestas condigoes diz-se que a contraccao controla o escoamento: efectivamente, alteran-
do a drea da contraccao controla-se directamente o caudal. A contracgdo s6 controla o
escoamento para M; = 1.

. Numa conduta circular, o ar entra a pressao p; = 30 psia e a temperatura
t; = 80 °F. O tubo é de ferro fundido (¢ ~ 0,3 mm), tem 6 polegadas
de diametro e mede 1310 pés de comprimento. O caudal maéssico é de
200 Ibm/min. O escoamento é adiabatico. Pretende-se saber a pressao,
a temperatura, a massa volumica e o nimero de Mach na seccao de sai-
da. (Exemplo tomado de SABERSKY; ACOSTA; HAUPTMANN, Fluid Flow,
Macmillan Co., New York, 1989, p. 344).

Solugao:

A primeira tarefa é converter todos os dados para o S.I.:

p1 = 30 psia & 30 x 7410,6 Pa = 2,22 x 10° Pa

t; =80°F & (80-32)2°C =26,7°C & T, =300 K
D =6in & 6x2,54%x1072m =0,152 m

L =13101t < 1310 x 0,3048 m = 399 m

m =200 lbm/min < 200 x 0,45359/60 kg/s = 1,51 kg/s
Feita esta operagao preliminar os passos de resolugao sao:

(a) Determinar o nimero de Mach M; & entrada. A velocidade calcula-se a partir do
caudal méssico, da massa volimica a entrada, etc.

(b) Achar o nimero de Mach & saida, Mos.

(¢) A partir de My, mediante as relagoes entre propriedades, calcular todas as pro-

priedades relevantes em 2.

Nota: Para o ar atmosférico: R =287 J/(kg K), y=1,4 e v=1,5x 1075 m?/s.
(Obs: no livro citado, a resolugdo usa v ~ 6,98 x 107¢ m?/s)

(a) Célculo de M,

5 D1 2,22 x 10° 3
Pel de estado: = = =2 k .
ela equacgao de estado: pp RT, 287 % 300 ,58 kg/m
Usando o caudal e a velocidade média:
i 1,51
v1 mo_ .0 =32,3 m/s.

T AL 2,58 x 1,815 x 10-2

Velocidade do som em 1: ¢; = /yRT; = /1,4 x 287 x 300 = 347 m/s
Niimero de Mach em 1: M; = 32,3/347 = 0, 0930.
(b) Calculo de M>
(xo — 1) 1(1 1) 7+1ID[M122+(7—1)M22

A “qq — = — | ™ — T M2
expressao f D v\ M2 M2 27 M3 2+ (y—1)M?
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(pagina 31) pode ser usada para estimar M, com zp — 21 = L =399 m, M; =
0,0930, vy =1,4, D =0,152m e f ~ 0,024 (do diagrama de Moody pa-
rae/D =2x10"2m e Re = Duv/v = 3 x 10°). Resolvendo esta expressio
iterativamente: Ms = 0,1975683... ~ 0, 198.

(c¢) Célculo das propriedades na seccao de saida (cf. equagoes da péagina 30):

P2 Ml[
D1 My |24 (

T 2+ (v 1)M12}
— 0,994 — 15 =298 K
T, [2+(7 1)M3 ’
1/2
Vo Mo 2—|—(’}/ 1)M1
2 =220 Pl 912 = vy = 68,6
vy M, [ (v —1)M3 7 . /6 m/s

Como a velocidade variou pouco em relacao a estimativa inicial, nao se justifica
repetir o cdlculo do ntimero de Reynolds para estimar novamente o coeficiente f
de atrito (ver comentdrio no fim).

Resolugao Alternativa
Por vezes é mais prético referir todas as varidveis aos seus valores criticos.

Se a conduta fosse suficientemente comprida, atingir-se-iam a saida as condigoes criticas.
Esse seria o comprimento maximo Ljs4x, a partir da secgao 1.

Como M, = 0, 0930, ﬂxfgwl)

f=0,024).
Estando a seccao de saida a distancia de 399 m da seccao 1, obviamente

(0% —35) 0,024 x 95
Limazs = Limaz, — 399 = 95 m. Portanto: f D~ o0 14, 96.

Para este valor de v, a fungao f [¢* — z(M))]/D esté disponivel em graficos e tabelas,
pelo que é possivel obter o nimero de Mach por interpolacao: Ms = 0, 198.

= 77,955. Portanto Lyrax, = * —x = 494 m (usou-se

As pressoes na sec¢iao 2 podem-se calcular em fungao da pressao critica usando (64).
Assim,

My = 10,0930 = pi/p* =118

My = 0,198 = po/p* =5,51

(Se, em vez de usar (64) se fizerem interpolagoes lineares entre valores de uma tabela
normal, obtém-se estas razoes de pressao com apenas dois algarismos significativos. Por
exemplo: py/p* = 12,25 ~ 12 e po/p* = 5,53 ~ 5,5).

p2 _ p2/p* 5,51

A relagao obtém-se directamente: — = = = 0,467.
%0 £2/P1 pi pi/p 1L8

Nota: Ao apreciar os resultados tenha-se em conta a f M,
influéncia da .varia(;éo de. alguns parametros, 0,028 — 0,320
como o coeficiente de qtrlto. ) 0,024 — 0,198
Neste caso, se f fosse diferente, a solugao para
o numero de Mach M5 viria também diferente, 0,020 — 0,156
como se indica na tabela ao lado: 0,016 — 0,134

. Retomemos o caso da conduta adiabatica do problema anterior mas substi-
tuindo a conduta adiabética (isolada termicamente) por uma conduta iso-
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térmica. As condicoes a entrada sao:

pr=2,22%x10°P,  p; =2,58 kgm™>
T, =300 K v; =32,3ms !
M; = 0,0930

Dimensoes da conduta: D = 0,152 m; L = 399 m. Admitamos f = 0, 024.

Solugao:
O escoamento é critico em 1 pelo que A; é a drea critica. Das equagoes do escoamento
isotérmico em condutas de sec¢ao constante:

flaa—m) 1/1 1 M2
EASaC sV (i I P
D v \Mp M3 M

resolvendo iterativamente:
My =0,199 [escoamento adiabdtico: My = 0, 198]

Calculo das propriedades na seccao de saida:

Pz My 467 Sy = 1,04 % 10° Pa
o M
[escoamento adiabdtico: pp = 1,04 x 10° Pal
T, =T =300 K [escoamento adiabético: To = 298 K]
%:% = 2,14 =v, = 69,1 m/s
[escoamento adiabatico: ve = 68,6 m/s]

. Numa conduta sem atrito e de area transversal constante pretende-se aque-
cer um caudal de ar /A = 1436 kg/s m™2. A entrada o nimero de Mach
é My =0,3 e a temperatura é¢ T; = 250 K.

Entrada > > Saida

7

1 Aquecimento 2

Qual é a quantidade méaxima de calor que é possivel fornecer com este cau-
dal? (Exemplo tomado de SABERSKY; ACOSTA; HAUPTMANN, Fluid Flow,
Macmillan Co., New York, 1989, 9.28, p. 318).

Solugao:
As condigoes de estagnacao adiabéatica do escoamento & entrada sao:
Ty 2 250

M, =0.3 — = ————— = 0,982 =Ty =
LT T 2 (M2 01 = 0,982

=255 K.

A quantidade méaxima de calor que é possivel fornecer ao fluido sem reduzir o caudal é
aquela que provoca condicoes sonicas a saida. Isto é, Tpy = 1. Para escoamento com
transmissao de calor:

To,  (Y+1)MP[24 (y—1) M7] 255

=0,347 = Tp* = = T34 K.

M = 0,3 _
L= T (14~ M2) 0,347
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O calor fornecido por unidade de massa nestas condigoes é (cf. equagdo da energia):
q = ho, —ho, = Cp(Too —To1) = 4,79 x 10° J/kg,

usando C, = 103 J/(kg K). A medida que o fluido iria recebendo calor (g representa o
calor recebido por unidade de massa desde a entrada), as propriedades termodindmicas
e a velocidade variavam da seguinte forma:

Calor q Ty M T v
fornecido por Temperatura  Numero Temperatura Velocidade
unid. de massa  de estagnacao de Mach

(J/kg) (K) (K) (m/s)

0 255 0,3 250 95

10° 355 0,375 345 140

2 x 10° 455 0,45 433 188

3 x 10° 555 0,55 526 253

4 % 10° 655 0,68 600 334
4,79 x 10° 734 1,0 611 496

. Uma conduta convergente-divergente é composta por secgoes conicas e ci-
lindricas, como se mostra na figura. A area de saida, Ag, é 16 vezes maior
que a area da garganta, A*. A conduta é alimentada por ar (y = 1,4) a
partir de um reservatério a pressao pg. A pressao a saida é py.

Determine a razao pg/pr para a qual se dd uma onda de choque a meio
da conduta divergente (z/L = 0,5). (Exemplo tomado de SABERSKY;
AcosTA; HAUPTMANN, Fluid Flow, Macmillan Co., New York, 1989, 9.58,

p. 338).
U/

Do PE

Ap

Solugao:

No cone divegente, o raio varia linearmente com x e a area de uma secgao tranversal
de coordenada longitudinal = é: A(x) = A*(1+ 3x/L)?. Se o choque se d4 na secgio
x/L =1/2, a respectiva drea da secgao serd

.25

Acu(@=1/2)= A7 2.
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10.

Até ao choque o escoamento seria isentrépico. Indicar-se-ao as propriedades até ao cho-
que com o indice (1) e depois do choque com o indice (2). Assim

A 2
= ) = 6,250 donde, pela equacao (56): Mc,, = 3,411
A )y 4

Moy,  =0,4547

poz/po1 = 0,2299
Depois da onda de choque, o escoamento passa a ter uma drea critica Aj diferente da
que tinha anteriormente, Aj. A relac@o entre a drea e a drea critica é (56):

Das equagoes (95) e (101) de uma onda de choque plana: = {

A

Moy, = 0,4547 = (A*) =1,437 como Acu, = Acu,: A5 =4,34947.
CHy

Desde a onda de choque CH até a saida o escoamento volta a ser isentrépico (com a

nova pressao de estagnacao isentrépica po2 e a nova drea critica Aj).

Ay A /AT 16

= = =3,679
Ay OApJAT T 4,349

Para esta razao de dreas, com escoamento isentrépico, aplicam-se (56) e (44):

M, =0,1597
Pe/poz = 0,9823
Portanto:
Pe _ Ps _ Po2 =0,2259,
Po1 DPo2 Po1

em que pp é a pressao a saida e pg; é a pressdo no reservatério (pressao de estagnagao
isentrépica do escoamento até a onda de choque).

Para a mesma geometria do problema anterior, em que posicao estaria a
onda de choque se a relagao entre a pressao exterior p e a pressao no
reservatorio fosse pg/po = 1/8 = 0, 12507

Solugao:
A resolugdo deste problema obter-se-a por iteracoes.

1* ITERACAO

O problema anterior fornece uma primeira iteracdo: com a onda de choque em x/L =
1/2 Pr/po1 = 0,2259. Como a relagdo de pressoes é inferior (=0,1250), o choque
deve dar-se em x > L/2.

22 TTERACAO

A posicao extrema da onda de choque seria x = L. Nesse caso, Aoy = Ar pelo que,
imediatamente antes do choque (% = 16 pelo que Mcy, = 4,459 € pew, /P01 =

3,63 x 1073.

),

Das equacoes da onda de choque plana:

My, = 0,4243

Mey, = 4,459 =
o P, /Do, = 23,03
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em que, por a onda de choque estar localizada a saida, pcy, = ps. Portanto:

p p _
i:ﬂ@:8’374><10 2
Po1 Pcu, Do1

32 ITERACAO

A partir das tentativas anteriores:

A*
r=L = (& =16 pr/po1 = 0,2259

kN

{x:L/2 = (A)CH1:6,25O Ps/po1 = 0,08374
*)CHI

por interpolacdo linear obtém-se, para ps/pp1 = 0,125, a estimativa (A/A*)cHl =13,17.

Para essa relagao de dreas, sendo o escoamento isentrépico até a onda de choque (CHy):
Moy, =4,233

Das equacoes da onda de choque:

My, = 0,4292
Po2/po1 = 0,1141

Para esse niimero de Mach num escoamento isentrépico ter-se-ia:
Acr /A =1,503

Pelo que,
A Ap A Acu 1
— = =1 —— 1 =1
A A Ao, A 6 x 3,17 x 1,503 , 755

Para essa relagao de areas:

M, = 0,3553
Pe/Po2 = 0,9164

Donde

Pe _ Do P02 _ ) 1046

Po1 Po2 Po1

4* ITTERACAO
Os resultados anteriores podem ser usados para fazer uma interpolacao quadratica:

Acn Ps

6,250 = = 10,2259
AAl Po1 4
43,17 = L2 _o1046 4P g 195 timaive Lon g g7
AAl Pot Do1 A}
o _16 = L2 _0 08374
A} Po1

Para (A/A*) = 10,87 em escoamento isentrépico: Moy, = 4,0157. Uma onda de choque
nessas condigoes da: My, = 0,43454

Po2/po1 = 0,13693
A

A
Dado Myy,: —E =1,4884 donde —Z =
ado CH2 A§ 5 onde AE AT ACH A§

A, A A
E L 98— 9.1909.
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Com essa relagao de areas: My = 0,27644

pe/pos = 0,94830

e PE _ Pr P02 _ g 19985,

Po1 DPo2 Po1
5 ITERACAO

AC*H —10,87 = 22 _0 12985
AAl Do1 N
S _ 13,17 = L2 010459 § LE g 195 timative Do g 99
AA1 DPo1 Po1 Al
°n _16 = L2 _008374
A1 DPo1

Os vérios passos sdo: AJ/A* = 11,22 = Mq,, = 4,0513.
Depois das ondas de choque: Mcy, = 0,43360
Po2/po1 = 0,13288
Acy /A5 =1,4909
Ag M, =0,28574 Dr

;= 2,1261 = = — =0, 12556.
Ag pE/p02 = 0, 94488 Po1

6* ITERACAO

10,87 = LE —0,12085
12(11 Po1 A
11,22 = P2 012556 § L= —, 195 timathe Lon g 968
14‘141 Po1 DPo1 Aj
13,17 = L2 —0,10459
Al Po1

Para esta relagao de areas: Msg, = 4,0513.

Depois das ondas de choque: My, =0,43348 = % =2,1175
Ppoz2/po1 = 0,13234 2
Aoy /A3 =1,4913

Pelo que a saida:

M, = 0,2
p = 028703 pe ) 19409
Pr/Po2 = 0,94441 Po1

Resultado Final

A relacao pg/po1 obtida na tltima iteragdo coincide praticamente com 0,125. Uma nova
interpolacao daria:

A
S _ 10,87 = £ —0,12085
1441 DPo1 A
i _q1,22 = P2 19556 § L2 195 timative Zon gy 967
;141 Po1 Po1 Ay
CH 11,268 = L =0,12499
A1 DPo1

Conclui-se pois, que o choque se d4 na secgio com a relacao de dreas Ao, /A = 11,267.
Como A(xz)/A} = (1 +3%)?, o choque dd-se na sec¢do = 0, 7855 L.
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11.

Nota: Fizeram-se os calculos com mais algarismos que os apresentados. A precisao do
resultado nao depende apenas do rigor na resolucao numérica das equagoes mas também
da validade das hipéteses e da precisao das medidas.

Uma utilizacao experimental é constituida por uma tubeira convergente-
-divergente ligada a um tubo liso, cilindrico. Com o objectivo de medir o
coeficiente de atrito de um escoamento supersonico de ar, mediram-se as
seguintes valores:

Pressao antes da tubeira = 516 cm Hg abs

Temperatura antes da tubeira = 107,3 °F

Diametro da contraccao = 0,2416 inches

Diametro de saida da tubeira e do tubo = 0,5009 inches

Pressao estatica a 1,75 diametros do inicio do tubo = 18,25 cm Hg abs
Pressao estatica a 29,60 diametros do inicio de tubo = 37,1 cm Hg abs

O¢/ x

1 2

Pretende-se calcular o coeficiente médio de atrito entre as secges /D =
1,75 e /D = 29,60. Assumir-se-4 que o escoamento na tubeira é isentré-
pico até a garganta e que o escoamento é adiabatico em toda a instalacgao.
(Enunciado adaptado de SHAPIRO, compressible flow, Art. .2, ex., p. 169).
Solugao:

Como se trabalhard sempre com as quantidades adimensionais nao é necessario converter
os dados para o Sistema Internacional.

Se 0 escoamento é supersénico no tubo, serd sénico na garganta. Sendo A* a drea da
garganta e Ar a drea no tubo (e a saida da tubeira):

Ar _ (Dr\?®  [0,5009\°
A*_(D*> ~\0,2416 =4,2984

Nota: Com esta relagdo de dreas, se o escoamento fosse isentrdpico na parte divergente
da tubeira (o enunciado diz apenas que é isentrépico até a garganta), de acordo
com as equagdes do escoamento isentrépico (cf. pag. 23):

My = 3,0157146 ~ 3,016
pr/Po = 2,568994 x 1072 ~ 2,659 x 102

Como pg = 516 cm Hg abs, p, = 13,720411 ~ 13,72 cm Hg abs.

Desde o inicio do tubo até & secgdo 1 o escoamento é adiabdtico com atrito (64):

p_ Mr {2+(71)M%T/2
pr My |2+ (y - 1)M7

Com py/pr =18,25/13,720411 e My = 3,0157146 resulta:

M; = 2,5241464 ~ 2,524
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No entanto, como se chama a atengao, o escoamento na tubeira divergente seria
adiabético (porque o enunciado menciona que é adiabético em toda a instalacao)
mas nao necessariamente isentropico. Assim, a abordagem anterior nao se aplica
com validade.

O caudal méssico por unidade de drea é (cf. pag. 26):

m i Y — 2| 2\ Po
— =M/ = |1+|——— | M —
|: < 2 > :| \/:ZO

equacao que, tal como se chamou expressamente a atencao na ocasiao (cf. pag. 26, no-
ta), é vélida genericamente referida aos valores locais de estagnagdo isentrépica, seja o
escoamento isentrépico ou nao.

Na garganta, com M = 1:

n\ 1 %

m v Y- = po
_ =./= 11 — 9
(A) R[ *( 2 ﬂ Tg

sendo pj = poo = pressao de estagnacao no reservatério
(por o escoamento ser isentrépico do reservatério até a garganta);
15 = Tho= temperatura de estagnacdo no reservatério

(por o escoamento ser adiabdtico).

Na secgao 1:
—(v+1)

m v v—1 9 2(y-1) Po1
— = M — |1 — | M
(A)1 1VR{ +( 2 ) 1} Vo1

sendo  pg1 # poo por ser escoamento isentrdpico,

Tor = Thopor ser escoamento adiabatico.

Como é conhecida a pressao estatica em 1 convém exprimir a pressao de estagnagao pgp
em fungao de p; e do nimero de Mach local. A relagao é (cf. pdg. 23):

0
—1 ~y—1
po1 =1 [1+ (7 . ) MZ]

Substituindo na equacao de (mm/A); :

Por continuidade:

e, como se viu:
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pelo que
— — | =4,2984
<A> /<A>1 298

X =0+l
i P 7 —1Y\]20=1 poo
VR 2 VToo
= i
) [y =1\ ,,2]2 m
My —= |1 — | M
! V'R [ - ( 2 ) 1} VToo
_ 1 <Po0>
- (v+1) 1 D1
_ 2(v=1) _ 2
e (50) | [ (0

1
Sabe-se que Poo _ b16
P1 18, 25

digoes proximas da atmosfera. A solucao, obtida iterativamente, é: M; = 2,5241461 ~
2,524.

Ora,

(
(

|3 | 3

= 28,27397 e vamos usar v = 1,4 por o fluido ser ar em con-

Verifica-se que este valor de M; é idéntico ao obtido para escoamento isentrépico mas
nao foi utilizada essa aproximagao (na parte divergente da tubeira).

Dados p1, M7 e a pressao estatica ps é possivel determinar M :

P2 N M1 |:2+(’Y—1)M12:|1/2

i My |2+ (v — 1) M3

(cf. pag. 30). Iterativamente: My = 1,5416295.
Nota: Uma alternativa de célculo seria (cf. pdg. 38):

) v
My [2+ (y—1) M7
p2/p" = (p2/p1)(p1/p*) = 0,5850148

p1/p* = = p1/p* = 0,2877768

Calculando M a partir da equagéo (74):
1 v+1

1/2
_ = M =1,5416295.
M [2+@—1>M§] ?

p2/p" =

Xro — I

Conhecidos M; e M, e sabendo que = 29,60 — 1,75 = 27,85, pode usar-se a

equacao

2y

f(fz—xl)_1<1 1) ’H_lln{MlQ 2+ (y—1) M3
D gl

T\ M2 M2 2+ (y—1) M2

(cf. pag. 31) para determinar o coeficiente de atrito médio: f = 0,0102643 ~ 1,03x1072.
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Nota: Outra abordagem é usar a drea critica:

i M2 -1 1 1 2 —1)M?
flan—z) M Loty ﬁw = 10,4371
- M2 _1 1 1 2 —1)M2
flzg —x*) M Loy, ﬁw =0,1512
Donde £ ) £ S )
T2—x)  J@2—27) J@1—27)
5 — 5 5 0,2859
_ 0,2859
comoM:W,%: f== =0,01026 ~ 1,03 x 10~

D 27,85
Este valor pode comparar-se com o diagrama de Moody.

2

TWTly=————
K I

= T, =0,4397TTy ~138,5K |
T ~ -100°C

TQ/TO = = Tb,=0,6778Ty ~ 213,5 K

24 (v —1)M3
vy = Myey = Mi/yRTy ~ 586 m/s ©T~515m/s
vy = Mycy = May/yRTy ~ 444 m/s T ~ —100°C =7~ 107" m/s
— ©D 515x1,27x1072 ~
Re = UT s a 10_5X ~ 6,5 x 10° = (para tubo liso) : f ~ 1,2 x 1072
14
12. Se na instalagao experimental apresentada no exemplo anterior se der uma
onda de choque numa seccao a 42 diametros do inicio do tubo, qual seria a
pressao a saida?

Solugao:
Na secgao 2 tinha-se (cf. problema anterior)

My = 1,5416295, % — 2060, py = 37,1 cm Hg abs.

Na seccao da onda de choque (seccao 3) serd: % =42, sabendo-se que f ~ 0,0102643.

Por ser escoamento adiabético em conduta de secgao constante (cf. pdg. 31):

Sl 111 kL MG 24 (- )
D oy \MZ M2 27 M2 2+ (y—1) M2
donde M3 =1,4717008 (este valor é Moys, antes do choque).

Da equacao

1/2
ps My 2+(7—1)M22} ]
— =" | cf. pag. 30
b=t o (et v 50)
Conclui-se que p3 = 1,0628054 po (este valor é poys, antes do choque).

Usando-se as equagoes das ondas de choque (cf. pag. 49) podem determinar-se as condi-
¢oes depois do choque (secgao 4):
o 2+ (v =DMz
M- (v 1)
2yM3 — (v —1)
v+1

= M, =0, 7113504

pa/p3 = = ps = 2, 360220 p3
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e, obviamente: z4/D = x3/D = 42.

A partir da secgdo 4 o escoamento volta a ser adiabdtico com atrito até & saida (secgao
5). A saida o escoamento serd critico: M5 = M* = 1. Assim:

po_ L [Hl] v
pr My [24(y—1) M}

=1,4674833 pela equagao (64),

’E"E

ot

1

= =
P5 = 1 4674833 P4

Recordando resultados anteriores

pg = 2,360220 p3
p3 = 1,0628054 po
p2 = 37,1 cm Hg abs.

deduz-se que ps = 63,4 cm Hg abs. < 8,42 x 10* Pa. Esta pressdo é inferior & pressdo
atmosférica (~ 1,01 x 10° Pa) pelo que a pressio ambiente no final da conduta nao é a
pressao atmosférica.

Nota 1: Tanto na garganta como no extremo final do tubo o escoamento é critico mas
sao condigoes criticas diferentes (veja~se a sec¢do 3.2 e a Figura 6):
O ndmero de Mach é o mesmo (=1);
a temperatura de estagnacao é a mesma (porque 0 escoamento é adiabético);
a temperatura é a mesma (porque as temperaturas de estagnagio e os nimeros
de Mach séao idénticos);
mas a pressao estdtica e a pressao de estagnagao isentropica sao diferentes;
por isso a massa volumica também € diferente e, embora a velocidade e o caudal
massico sejam idénticos,
a drea das duas secgoes (que sao ambas criticas) € diferente.

Nota 2: Utilizando a equagao (75),

(wa—a?) _ MP—1 y+1, [1 2+(y—1)M;

/ D M} 2y M? v+1 ’

vem a— ¥ 18,22. Portanto, a saida do tubo estara a 18,22 diametros da

onda de choque. O comprimento total do tubo é:

L Zo T3 — T T5 — T4
- == = 29,60+ 42 4+ 18,22 = 89, 82
D D —+ D —+ D s + + 5 )

isto é, 89,82 diametros.

Nota 3: Repare-se que a presenga da onda de choque na secgdo 3/4 nao perturbaria os
ensaios pois num escoamento supersénico as perturbagoes nao se propagam pa-
ra montante por a velocidade do fluido ser superior & celeridade das ondas de
pressao.

(Estritamente, M > 1 garante que a velocidade do fluido é superior & velocida-
de das ondas de pressao infinitesimais — ondas de som —; para perturbagoes de
intensidade maior tenha-se em conta a andlise feita na pagina 49).
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Figura 15: Gréfico das fungoes (42 — 44), (46), (56) e (57) para escoamento isentro-
pico de um gés perfeito com v = 1.4, no intervalo 0 < M < 4.
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Figura 16: Grafico das fungoes (42 — 44), (46), (56) e (57) para escoamento isentro-
pico de um gas perfeito com ~ = 1.4, no intervalo 0 < M < 10.
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Figura 17: Gréfico das fungoes (60 — 68) para escoamento adiabatico de um gés
perfeito com v = 1.4, no intervalo 0 < M < 10.
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Figura 18: Gréfico das fungoes (82 — 91) para escoamento com transmissao de calor
de um gas perfeito com v = 1.4, no intervalo 0 < M < 4.
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Figura 19: Gréfico das fungoes (82 — 91) para escoamento com transmissao de calor
de um géas perfeito com v = 1.4, no intervalo 0,1 < M < 10.
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Figura 20: Gréfico das fungoes (95 — 99) e (101) para onda de choque plana de um
gas perfeito com v = 1.4, no intervalo 1 < M; < 10.
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