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C. GUEDES SOARES

1. INTRODUCAO

A andlise dindmica como aqui € entendida, é o estudo da resposta de sistemas a excitagdes
que variam no tempo. Esta variagdo pode ser da intensidade, da direc¢do ou do ponto de
aplicacdo da excitacdo. A resposta também pode ser de diferentes tipos, incluindo
deslocamentos, velocidades, aceleragdes, tensdes, etc.

As excitagOes que provocam o comportamento dindmico de sistemas ou estruturas podem
classificar-se em periddicas e ndo periddicas. O caso mais simples de carga periddica € a
harménica simples, que varia sinusoidalmente no tempo. E o caso das ondas regulares, dos
desequilibrios em maquinas rotativas e da excitacdo provocada nos navios pelo hélice.

As solicitagdes ndo periddicas podem ter uma variacdo complexa no tempo mas sdo
passiveis de representacdo por um somatério de componentes harmdnicas simples com
diferentes amplitudes e angulos de fase. A resposta a este tipo de accdes também se obtém
pela sobreposicdo das respostas a cada uma das componentes harmonicas.

Outro tipo de carga ndo periddica é a de um impulso ou de impacto, como acontece por
exemplo no caturrar do navio, no efeito de uma explosdo submarina num navio ou
inclusivamente na colisdo de um navio com qualquer objecto.

Enquanto que as solicitagdes periddicas provocam uma resposta estaciondria do sistema, as
outras t€m um cardcter transiente. Em ambos os casos, a resposta de um sistema a uma
excitacdo harmonica € o elemento bdsico no qual se baseia a construcdo de solucdes para
casos mais complexos.

A andlise dos problemas dinidmicos pode ser deterministica ou ndo, dependendo das
caracteristicas da excitacio e do sistema em estudo. Se a variagdo temporal da excitagdo é
completamente conhecida, embora sendo de caricter oscilatério ou mesmo irregular, pode
considerar-se a excitacdo como estando prescrita e € possivel conduzir uma andlise
deterministica do sistema. Quando a variagdo temporal da excitagdo nio é completamente
conhecida mas € passivel de definicdo em termos estatisticos entdo a excitacdo € aleatéria e
€ necessdrio o recurso a métodos ndo-deterministicos de anélise.

No caso dos navios a excitacdo fundamental é devida as ondas as quais t€m em regra um
cardcter aleatério. Ha situacdes de ondulagdo com uma tnica direc¢do e com um periodo
constante que se assemelham a uma excitagdo harmoénica, mas, estas ocorrem
excepcionalmente e sdo casos particulares da agitagdo maritima.

O estudo da dindmica aleatéria tem por base as solucdes deterministicas dos problemas
pelo que o estudo destes assuntos deverd comecar pela andlise dindmica de sistemas
deterministicos, passar aos métodos de descricdo de excitacdes aleatdrias para finalmente
se ocupar da resposta dos sistemas ds excitagdes aleatdrias.

Em regra procura-se descrever a resposta dos sistemas em termos de deslocamentos, o que
no caso do navio descreve os seus movimentos. Em muitas situagdes interessa também
conhecer as consequéncias dos movimentos em termos de tensdes provocadas na estrutura.
Este aspecto € o objecto da dindmica estrutural e pode ser descrito a partir do
conhecimento dos deslocamentos.
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DINAMICA DO NAVIO

O estudo dos movimentos do navio pode ser feito com base no estudo da dindmica dos
corpos rigidos. O estudo da dinamica estrutural do navio implica considerd-lo como um
corpo flexivel e quantificar as distor¢des eldsticas da estrutura. Em regra os movimentos
dos navios envolvem deslocamentos que sdo ordens de grandeza superiores as defleccoes
da estrutura. Por isso as deflecgdes estruturais normalmente ndo t€m influéncia na
excitacdo provocada pelos movimentos do navio, o que permite um estudo da dinamica do
navio baseado na hipétese que este ¢ um corpo rigido. J4 o inverso ndo é verdadeiro pois a
solucdo do problema dos movimentos do navio € um pré-requisito para a definicdo da
excitacdo que actua na estrutura.

A separagdo do estudo em dindmica do navio compreendendo o comportamento como
corpo rigido e em vibracdes ou dindmica estrutural do navio dedicando-se ao estudo de
sistemas eldsticos e continuos reflecte exactamente as duas diferentes perspectivas.

A diferenca fundamental entre os problemas dinadmicos e os estdticos reside na
dependéncia dos primeiros na varidvel tempo. Assim € necessario satisfazer as equacdes de
equilibrio do sistema durante a sucess@o de instantes que constituem a histéria da resposta
do sistema em causa.

Para além disso, o movimento do sistema estd associado a aceleracdes que produzem
forcas de inércia que se opdem ao movimento. Por isso a formulacdo do equilibrio do
sistema tem de ter em consideragc@o nio s6 as forgas aplicadas, como no caso estdtico, mas
também as forgcas de inércia as quais sdo por sua vez um resultado do movimento. Os
problemas dinamicos tornam-se estiticos quando as aceleracdes tendem para zero,
eliminando assim as forgas de inércia.

A solu¢@o de um problema dindmico de um corpo flexivel implica a necessidade de se
conhecer a histéria do deslocamento e da aceleracdo dos varios pontos do corpo. Sendo o
corpo continuo, o seu equilibrio dindmico € representado por equacdes diferenciais as
derivadas parciais, que incluem as varidveis do tempo e espaco.

Se no entanto o corpo for constituido por massas concentradas em pontos discretos, as
forcas de inércia desenvolvem-se s6 naquelas massas e o sistema pode ser representado
pelos deslocamentos e aceleragdes das massas. Desta forma reduz-se um sistema continuo
a um sistema discreto, com um nimero de graus de liberdade iguais ao produto do nimero
de massas pelo nimero de graus de liberdade de cada uma.

Esta representacdo de massas concentradas € adequada para sistemas que tenham uma boa
proporcao da sua massa distribuida por alguns pontos definidos. Nos casos em que a massa
estd distribuida, a alternativa € representar a curva da deformada por um somatdrio de
fungdes de forma ¢@(x) e da sua respectiva amplitude z,(¢)

wlx.) = ﬁz,.(z).q;(x)

As funcdes de forma sdo ortogonais, sendo frequentemente fun¢des trigonométricas. Cada
uma destas funcdes representa um sistema com um grau de liberdade o qual fica
completamente definido com a histdria no tempo da sua amplitude z, (7).
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C. GUEDES SOARES

Um método de discretizagdo que se tem mostrado muito ttil é o dos elementos finitos, o
qual utiliza fung¢des de forma em elementos discretos da estrutura, quer esta seja
constituida por componentes ou seja continua.

As equacdes do movimento podem ser estabelecidas a partir da formulacdo do equilibrio
do sistema, utilizando o principio d'Alembert ou recorrendo a métodos energéticos como
seja a utilizacdo do principio de Hamilton. No primeiro caso recorre-se a segunda lei de
Newton que nos diz que a taxa de varia¢do da quantidade de movimento de uma massa é
igual a forca f(¢) que actua sobre ela:

£ =2 (%)

onde w é o deslocamento da massa. Na maioria dos problemas a massa nio varia com o
tempo pelo que resulta:

f(t)—m P =0

O produto da massa pela aceleracdo ¢ uma for¢a de inércia que se opde ao movimento,
como resulta do sinal negativo na equacgdo. O principio d'Alembert € este conceito de
substituir o efeito do movimento pela forga de inércia que lhe esta associada. Desta forma,
ao estabelecer a equacdo do equilibrio dinamico, fica-se automaticamente com a equacgio
diferencial do movimento do corpo.

Outra forma de estabelecer as equagdes de equilibrio recorre ao principio de Hamilton e ao
célculo de variacdes. Assim, a variacdo das energias cinética T e potencial V mais a
variacdo do trabalho W feito pelas for¢as ndo conservativas tem de se anular durante o
periodo de tempo entre ¢, e £,:

[P8(T-v)dr+[" oW dr=0

1

Este método ndo considera explicitamente as forcas eldsticas e de inércia que sdo
vectoriais por natureza, utilizando antes a energia cinética e potencial que sdo grandezas
escalares.

Note-se que o caso estdtico € a situacdo particular que ocorre quando a energia cinética se
anula reduzindo-se a equacdo anterior ao principio da energia potencial minima.
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2.  COMPORTAMENTO DINAMICO DE UM SISTEMA COM UM GRAU DE
LIBERDADE

2.1 Caracteristicas do Movimento

Um corpo ou um sistema pode ser sujeito a oscilagdes desde que tenha massa e
elasticidade. A massa é responsavel pelas forcas de inércia que se criam com a aceleracio
do corpo. A elasticidade faz aparecer uma forca que resulta do deslocamento. Um sistema
de um grau de liberdade pode ainda incluir um dissipador, o qual gera forcas que sdo
proporcionais a velocidade do movimento do corpo.

Os sistemas lineares, quando perturbados relativamente a sua posicdo de repouso
descrevem movimentos harmoénicos que podem ser descritos por func¢des do tipo A sen @
e A cos ax, onde A € a amplitude do movimento, 7 € o tempo e ® € a frequéncia circular do
movimento. O movimento repete-se ao fim de um intervalo de tempo denominado periodo,
durante o qual completa um ciclo. O nimero de ciclos por unidade de tempo € a frequéncia
da vibracao.

O movimento pode ser de oscilagdo livre quando ndo se fazem sentir forcas exteriores.
Neste caso ele oscila com a frequéncia natural. Havendo forgas exteriores a condicionar o
movimento, haverdo oscilagdes forcadas que se dao na frequéncia das forcas exteriores. A
amplitude das oscilacdes forcadas depende da relagdo que existe entre a frequéncia de
excitacdo e a frequéncia natural do sistema. Quando estas frequéncias coincidem, o sistema
entra em ressonancia, experimentando grandes amplitudes.

Os graus de liberdade de um sistema sdo iguais ao nuimero minimo de varidveis
independentes que sdo necessdrias para descrever o movimento. Assim, sistemas com um
grau de liberdade podem ser idealizados por um conjunto de massa, dissipador e mola,
sujeito a movimentos de translagdo, ou de rotagdo.

2.2 Oscilagoes Livres Sem Amortecimento

Considere-se o sistema simples de uma massa m suportada por uma mola com constante k.
Na situagdo estdtica o peso do corpo, W = mg onde g € a aceleracdo da gravidade, provoca
uma extensao da mola de o= Wrk.

Figura 1

Escolhendo como origem das coordenadas a posi¢do de equilibrio estitico, pode
estabelecer-se a equacdo do movimento tendo em conta somente as forgas e deslocamentos
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dindmicos. Assim, considerando positivos os vectores dirigidos para baixo, o equilibrio de
forcas quando o corpo estd fora da posi¢ao de equilibrio estético, ¢ dado pela segunda lei
de Newton:

mi = —kx 2.1)

onde ¥ ¢é a segunda derivada de x em ordem ao tempo ou seja € a aceleracdo do
movimento.

Introduzindo a expressdo ®. = k/m na equagio (2.1) resulta em:
F+wix=0 (2.2)
Esta equacdo diferencial homogénea de segunda ordem tem a seguinte solucdo geral:
x=Asen®t+ Bcoswt (2.3)

onde A e B sdo constantes a determinar das condicdes iniciais do movimento.
Considerando que o movimento se inicia na posi¢cdo x, com a velocidade inicial v,, a
solucdo geral (2.3) fica:

v
x=—"sen ® 1 + x, COS ®,t (2.4)
(V)

n

Esta solucdo geral pode ser expressa de outra forma, introduzindo as novas varidveis X e ¢
definidas por:

X, = X send (2.52)
Yo = X coso (2.5b)
()

n

Combinando estas duas expressdes resulta em

X = [xg +(v, /a)n)z]l/2 (2.6a)
£ =% (2.6b)
Yo

Por outro lado a equacao (2.5) transforma-se em:
x = X sen(a,r + 9) 2.7)

o que ¢é outra forma da solucdo geral. Neste caso a amplitude da oscilacdo é X e ¢ € a
diferenca de fase.

As equacdes (2.4) e (2.7) descrevem um movimento com um periodo 7

T:Z—nzszE (2.8)
o k

n
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com uma frequéncia natural:

S — (2.9)

o, = \/z (2.10)
m

Se se tomar em considera¢do que a deflec¢do estitica da mola é & = W/k = mg /k, entdo a
expressao (2.9) fica:

e com uma frequéncia circular:

f,= % % ~ 2\1/3 ciclos/seg (2.11)

substituindo g por 9.81 m/s”.

Um método alternativo de obter a equagdo da frequéncia natural ®, consiste na aplicagdo

do principio da conservacdo da energia. Nas vibragdes de um sistema nao dissipativo, a
energia cinética maxima

1
T =—mx. =—mwX’ (2.12)

€ igual a energia potencial mixima:

vo=Lliy :%sz (2.13)

max max
2

Nestas expressoes x,, €

max 'xmax

resulta na equacao (2.1).

deduzem-se a partir da expressdo (2.7). Igualando 7 a V

A equagdo diferencial (2.1) e a sua solucdo (2.7) € também aplicdvel a um sistema que
consista num corpo rigido capaz de rodar em torno de um eixo fixo e que seja mantido em
posicdo por uma mola. Neste caso deve-se substituir m pelo momento de inércia da massa
do corpo J , e x pelo seu deslocamento angular 0, representando agora a constante da
mola k 0 momento por unidade de rotacdo:

JO=—k0 (2.14)

O sistema com um grau de liberdade € uma idealizagdo que € justificivel em muitos casos.
Estas aproximacdes ddo excelentes resultados quando a massa do elemento eldstico é
pequena relativamente a massa que suporta e quando a defleccdo do elemento eldstico é
grande relativamente as deformacdes que ocorrem no sistema. Neste caso a frequéncia
natural de oscilagdo do sistema pode ser determinada com razodvel precisdo pelas
expressoes (2.8) e (2.9) desde que se adopte um valor correcto de k.
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2.3 Oscilagdes Livres Com Amortecimento

Em todos os sistemas sujeitos a movimento ha dissipacdo de energia que se associa com
forcas de dissipa¢do. H4 vérios tipos de forcas dissipativas, mas o mais comum ¢é a
dissipacao viscosa que é proporcional a velocidade do movimento.

Este efeito pode ser esquematicamente representado por um amortecedor ligado a massa. A
equagao do movimento neste caso €

mx+cx+kx=0 (2.15)

para as oscilacdes livres da massa. A forca de dissipacdo é cx e ¢ é o coeficiente de
amortecimento.

/

Figura 2
Considerando que a solu¢do homogénea desta equagdo tenha a forma:

x=¢e" (2.16)

c cY k
s, =—7—%. 7 —; 2.17)

Desta forma a solucdo geral € dada por
x=Ae"+Be” (2.18)
onde A e B sdo constantes a avaliar a partir das condi¢des iniciais.

A caracteristica da oscilagdo livre do sistema amortecido depende do valor numérico da
raiz da expressdo (2.17). Como valor da referéncia define-se um amortecimento critico
como o valor de ¢ que anula a raiz:

C. =2km =2m o, (2.19)

O amortecimento real do sistema pode entdo ser representado em termos do amortecimento
critico, pelo factor de amortecimento & = ¢/C.. Substituindo esta varidvel na expressdo
(2.17) resulta em:
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S =(-&£/E ~1)o, (2.20)

ficando desta forma o comportamento do sistema dependente do valor de .

2.3.1 Amortecimento Superior ao Critico

Neste caso  &>1 e a raiz na expressdo (2.20) é real e sempre menor do que & tornando
s, es, sempre negativos. O deslocamento x fica entdo dado pela soma de duas
exponenciais amortecidas:

x=A exp[(— E+ \/ﬁ)a)nt] +B exp[(— &- \/ﬁ)a)nt] (2.21)

Esta expressdo representa um movimento nio oscilatério, também denominado ndo
periddico.

2.3.2 Amortecimento critico
O caso de &=1 representa o estado de transi¢do entre as duas condigdes analisadas

anteriormente. Neste caso as raizes s, € s, tornam-se iguais a(— a)n) . A solugdo fica entdo:
Yo
X =|x,+ P +x, |0t exp(— a)nt) (2.22)
n

quando as condi¢des iniciais sdo x, e v, . A solucdo geral para qualquer caso é
x=(A+Bt)exp(- w,) (2.23)

onde A e B sdo constantes.

Este movimento € semelhante ao movimento aperiddico do primeiro caso, tendo no entanto
0 menor amortecimento possivel para um movimento aperiddico. Por isso o corpo regressa
a posi¢do de equilibrio no menor intervalo de tempo.

2.3.3 Amortecimento inferior ao critico

Quando &<I a raiz torna-se imagindria, podendo entdo representar-se a expressdo (2.20)
por:

52 = (- E£i1-& ), (2.24)

A solugdo geral fica entdo

x= [Aexp(z}/l - fza)nt) +B exp(- iy/1- fza)nt)]exp(— {fwnt) =
= X.sen(\ll -ECat+ ¢) ) exp(— fa)nt)

(2.25)
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DINAMICA DO NAVIO

O movimento neste caso € oscilatério com amplitudes decrescentes. A expressao geral do
movimento em func¢do das condi¢des iniciais de deslocamento x, e velocidade v, é dada

por:

N
x=|x,cosy1-E @t +| —F=—=+E&, | seny1-E at |exp(—Ew ) (2.26)
0 wﬂﬁ 0 ( )

2.3.4 Decremento logaritmico

A quantidade de amortecimento existente num sistema pode ser medido pela taxa de
decremento da oscilag@o. Para isso define-se o decremento logaritmico 6 como o logaritmo
natural da razdo de dois maximos sucessivos de x, representados respectivamente por
X € Xyt

X,

§=In—L (2.27)

Xiv1

Quando na expressao (2.25), sen (wll— Eat+ ¢) =1, a curva de x ¢ tangente a curva

exponencial envolvente da oscilagdo, representada por X exp(— &fa)nt). Na realidade o

ponto de tangéncia € ligeiramente a direita do ponto de amplitude médxima mas a
discrepancia é desprezdvel e a amplitude no ponto de tangéncia pode ser considerado igual
a amplitude maxima. Neste caso, o decremento logaritmico fica dado por:

exp(— fa)nt,.)
exp[— ¢w, (tl. +T

S=In ] =1In exp(éa,T) = o, T (2.28)

dado que dois maximos sucessivos estdo separados no tempo pelo periodo 7. Como na
oscilagdo amortecida o periodo é dado por

7= 2T (2.29)

®,1-&
o decremento logaritmico fica:

5275 _ 2mE (2.30)

Um procedimento comum para calcular & € determinar o nimero de ciclos necessarios para
que a amplitude se reduza a metade do seu valor. Denominando por x, a amplitude inicial
x, a amplitude ap6s n oscilacdes, pode-se deduzir a seguinte expressao:

8=l lnﬁ=2n§ (2.31)
n X

n

Esta expressdo permite estimar o valor do amortecimento critico a partir do decremento
logaritmico. Note-se que utilizando-se diferentes valores para n deduzir-se-a diferentes
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valores para &, que resultam das imprecisdes das medi¢des. O valor final de amortecimento
serd a média dos valores obtidos.

Para o caso particular x, /x, = 1/2 chega-se a:

£E=0,11/n (2.32)

2.4 Oscilagdes Forcadas com Excitagdo Harmonica

Considere-se agora o sistema de massa, mola e amortecedor considerado no pardgrafo
anterior sujeito agora a uma forca harmonica representada por Fjsen Wt. A equagdo
diferencial do movimento resultante é dada por:

mi + ¢k + kx = F, sen at (2.33)

A solucgdo desta equagdo é composta de duas partes. Uma € uma vibracdo livre na sua
frequéncia natural, o que representa a solu¢do da equacdo homogénea considerada na
seccdo 2.3. A outra componente é uma solucio particular do tipo da forca aplicada. E um
movimento oscilatério na frequéncia da forca de excitacao.

A oscilagdo livre € introduzida quando ¢ = 0 como um transiente que vai desaparecendo
gradualmente devido ao efeito do dissipador. A oscilacdo remanescente ¢ harménica e tem
uma frequéncia igual a da excitagcdo, embora o deslocamento tenha um atraso de fase
relativamente a forca de excitagao.

Considerando a solugdo particular como
x = Xsen (a)t - ¢) (2.34)

e substituindo-a em (2.33) conduz a:
V3
ma* X sen(ax - §) — co X sen(a)t - ¢+Ej —k X sen(ax - ¢) = F, sen ax = 0 (2.35)

A partir desta equacdo podem determinar-se as expressdes para a amplitude e o angulo de
fase do movimento:

k
X = - (2.36a)
\/(k—ma)z) +(ca))2
e
c®
t = 2.36b
ang k- mo’ ( )

Portanto, a solu¢do completa do problema de oscilacdo forcada, incluindo as solicitagdes
livres é:
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F, sen(a1 - )

(k - ma)z)2 +(cow)’

(2.37)

xX= Xseﬂ(\/ﬁwnt_ﬂ) exP(— fwnt)"'\/

Para generalizar os resultados € normalmente preferivel trabalhar com varidveis
adimensionais. Dividindo a amplitude da resposta X pela deflec¢do estitica X, = F,/k
obtém-se a chamada amplificacdo dinamica:

(2.38a)
X 1
70= @ 27? @ 2:|H(w)|
Hw] } *(2%“]
e
© (2.38b)
2&(0*
tan ¢ = .

onde ®, = ,/k/m ¢é a frequéncia natural de um sistema sem amortecimento e A=/ ®, é
o factor de sintonia.

Quando um sistema ¢é excitado na sua frequéncia natural de oscilagio entra em ressonancia
reduzindo-se a amplificacdo dindmica a

L (2.39)

e o desfasamento vem ¢ = 1/2.
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3. ARFAGEM DOS NAVIOS

3.1 Arfagem em Aguas Tranquilas

Numa primeira aproximacdo vai-se estudar o movimento vertical de uma seccdo
bidimensional a flutuar em aguas tranquilas. O correspondente problema tridimensional é o

da oscilacdo vertical de um cilindro com uma seccdo transversal igual a seccdo
bidimensional considerada.

Figura 3

Considerando que o casco é vertical na zona da linha de flutuagdo, a variagdo do
deslocamento do navio provocada por uma variacdo de imersdo z € dada por YAz onde 7y é
0 peso especifico da dgua e A € a drea da figura de flutuagao.

O movimento vertical do navio vai provocar um escoamento da dgua com a qual estd em
contacto. As aceleracdes provocadas na dgua criam for¢as hidrodindmicas que se opdem ao
movimento. Como estas forcas sdo proporcionais a aceleragdo, o seu efeito pode ser
representado por uma massa ficticia, denominada por massa acrescentada. Neste tipo de
movimento, a massa acrescentada pode ser da mesma ordem de grandeza que o
deslocamento do navio.

Havendo uma deslocacdo z da posicao de equilibrio, a equagdo do movimento resultante é
dada por:

plV+V)i+yAz=0 3.1)

onde V € o volume da carena, pV, € a massa acrescentada, p € a densidade da dgua e y=pg
€ o peso especifico.

A solugdo daquela equagdo é

z=Zsen(w,t+¢) (3.2)

7

onde Z é a amplitude do movimento, ¢ a diferenca de fase e a frequéncia natural de
arfagem é:
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O (3.3)
V+V,
O correspondente periodo de arfagem é:
V+V,
T, =2mn 2 (34)
gA

Pode agora exprimir-se a aceleracdo vertical em func¢do do periodo, combinando (3.1) e
(3.4):

3 gA 3 4m? (3.5)
vy STt '

a

5

Esta equacdo mostra que pequenos periodos de arfagem provocam grandes aceleracdes e
vice-versa. Note-se que a expressdo (3.4) indica que o periodo de arfagem depende
fundamentalmente do volume da carena, da 4area da figura de flutuacdo e da massa
acrescentada a qual se relaciona com a geometria do navio. Por isso, as formas do navio
acabam por ditar o valor do periodo de arfagem.

Para se saber o efeito da arfagem na distribuicdo dos momentos flectores no navio deve-se
notar que a aceleracdo 7, eq. (3.5) , vai provocar uma for¢a por unidade de comprimento
de

_wHw, 41
g T

a

Fy

z (3.6)
onde w € o peso do navio por unidade de comprimento e w,/g é a massa acrescentada por
unidade de comprimento.

A curva da impulsdo vai ser alterada de Y B(x) z em cada seccdo transversal, onde B(x) € a
boca na sec¢do localizada na posicao x:

+ 4m?
[ .
ou
V+V,)4n?
Y . ) vz (3.7b)

O equilibrio dos momentos estard satisfeito se o centro de flutuagdo estiver na mesma
vertical do centro da carena acrescentada. De outra forma produz-se também um balanco
longitudinal que serd estudado mais adiante.

Embora o equilibrio global (3.7b) seja satisfeito, a diferenca entre os dois termos em cada
seccdo, origina uma carga no casco cujas integragdes sucessivas ddo a distribuicdo do
esfor¢o transverso e do momento flector:
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Xo (Xo + “ 4 2 Xo (X0
Md(xo)zj0 Jo () gW (x) nz zdxdx - J.O IO Y B(x) z dx dx (3.8)

O momento flector total serd a soma desta componente dinamica com o momento estatico
que existe na posi¢do de equilibrio.

As oscilacdes verticais dos navios provocam ondas de superficie que se propagam a partir
do navio. Essas ondas necessitam de energia para se propagar, a qual é fornecida pelo
movimento do navio. Este fendmeno dissipador de energia actua como um amortecedor do
movimento introduzindo mais um termo do tipo ¢£ na equagdo do movimento (3.1) que se
transforma em:

L€ .. 8A 4
B 2N T AN

(3.9)

A solug@o desta equacdo é

2=Zexp(-£®,1) . sen(,/l—g2 0)nt+¢) (3.10)

onde ®, é dado por (3.3), e o factor de amortecimento é

- ¢ (3.11)
2p/g A(V+V,)

A frequéncia natural desta oscilacdo é
0, =0,1-& (3.12)

e o periodo de arfagem com amortecimento passa a ser:

=« (3.13)

onde T ¢é dado pela equagdo (3.4). O amortecimento & vai assim aumentar o periodo de
arfagem.

3.2 Arfagem num Sistema de Ondas Regulares

Considere-se agora o caso de um navio que se encontra em repouso inicialmente e que vai
ser sujeito a um sistema de ondas regulares. Estando o navio fixo no espago, a passagem
das ondas provoca alteracdes do calado produzindo um efeito semelhante ao de uma forga
harmoénica de excitagao.

Deslocando-se um navio com uma velocidade V numa direc¢io que faz um adngulo o com a
direccdo de propagacdo das ondas, o tempo que medeia entre a passagem de duas cristas
sucessivas pelo mesmo ponto do navio denomina-se periodo de encontro 7.
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Considerando que o navio se move no sentido oposto ao da propagagdo das ondas, o
periodo de encontro é dado por:

A

= (3.14)
V,+V cos o

E

onde A é o comprimento das ondas v, € a respectiva velocidade (vw =.Jg\/ 2Tt) . Notando
que o periodo das ondas é dado por T, =,/2mwA/g o periodo de encontro fica:

T,
T, =— g (3.15)
1+

\%

w

Note-se que o periodo de encontro € menor do que o periodo das ondas quando estas vém
dos sectores por ante a vante do través mas € maior do que 7;, quando as ondas vém dos

sectores de ré pois nessa altura cos o torna-se negativo.
Considere-se que a altura da onda a meio navio é dada por

h(x,t) = h, cos? (3.16)

E

onde /4, € a amplitude da onda ou seja, metade da altura da onda € 7, € o periodo da onda.
Entdo a altura da onda numa sec¢do que esteja a distancia x do meio navio é dada por

h(x.t) = h, cos(% + 2’”%”‘) (3.17)
E

Para se calcular a forca de excitagdo provocada pelas ondas considera-se o navio
estaciondrio e a passagem das ondas como quase estdtica. Nestas circunstancias, a cada
momento a forca vertical total é dada por

L/2 2mt 2T x coso
F, = I_L/zyB(x) hy cos(— + —J dx =

T, A
(3.18)
12 2nt 2T x cosal 2nt 2T x cosol
=|  yB(x) h, | cos=—cos——————— —sen=——cos—————— | dx
1 T, A T, A

Este integral depende da forma da superficie de flutuacdo, representada por B(x). No caso
de uma barcaca paralelipipédica, com B(x) = B, obtém-se

FzyBkh(, SenTELcosoc cos 2Tt (3.19)

Tcos o A ' T,

A andlise desta expressdo indica que a forca vertical depende da direc¢do das ondas, sendo
maxima quando o =0°:
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F  =yBh,L cos% (3.20)

E

expressdo que se obtém notando que para pequenos angulos o seno € igual ao préprio
angulo.

Outro factor que influencia a for¢a de excitacdo € a razdo entre o comprimento do navio e
da onda. Quando as ondas sdo muito longas L/A torna-se pequeno e a expressdo (3.19)
reduz-se a (3.20), a qual ndo depende da direc¢do das ondas. Se por outro lado L/A é
grande, as ondas sdo muito pequenas e a forma tende para zero.

Como se viu, a expressao (3.19) ou a correspondente ao caso mais geral, (3.18), podem ser
representadas por
2mt
F,=F, cos—— (3.21)

E

desde que se escolha convenientemente a origem do tempo, e se defina H, a partir de
(3.18). A equacio da arfagem forcada do navio pode ser entdo escrita:

. . 27t
plV+V )i+ Ci+yAz=F, cos (3.22)

E
A solug@o completa desta equagao é

2=2z,tZ cos(% — (])f) (3.23)

E

onde z, € a solu¢do homogénea dada por (3.10). Depois de um tempo suficientemente
longo s6 subsiste a oscilacdo for¢ada atrds expressa em funcio de Z, e 0.

Definindo o factor de sintonia como A = 7, /T, o desfasamento vem dado por

2EA
1- A

tan¢p = (3.24)

e a amplificacdo dindmica é

V4
—L= ! (3.25)

o J(1-A%) +(28A)

N

2

onde o factor de amortecimento & é dado pela equagdo (3.11) e Z,=F,/yA ¢é a
sobreimersdo provocada por uma forga estdtica igual a F; (eqn.3.21).

Combinando as expressdes anteriores fica-se com a acelera¢do do navio:

Z= X coy ——0

2 (3.26)
L Ji-n) +(2ea) T

41 Z, 2t J
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a qual na ressonancia (A = 1) se transforma em:

co§ ——¢ (3.27)

4t Z, 2mt J
L 2%A T

Note-se que esta acelera¢@o ndo se torna infinita pela existéncia do amortecimento &. Com
A =1, a expressdo (3.24) indica que tand=coou $ =90° ou seja, o navio tem a sua
amplitude maxima de arfagem e a aceleracio maxima um quarto de periodo depois da
maxima for¢a de excitacdo ter sido aplicada ao navio.

A for¢a dinamica de inércia associada com a aceleracdo fica assim desfasada da forca
estitica devida a impuls@o no navio. Por isso, para se determinar os esfor¢os totais na
estrutura € necessdrio tomar na devida consideracdo a diferenca de fase entre as
componentes quase estaticas e dinamica da resposta.

Note-se finalmente que a velocidade do navio e a sua direc¢do relativamente as ondas
influem no periodo de encontro 7, e portanto na resposta e sua amplificacdo.

3.3 Balango dos Navios

O balanco dos navios, quer longitudinal quer transversal é também descrito por uma
equacgdo diferencial de segundo grau semelhante a da arfagem. Por essa razdo ndo se irda
apresentar um tratamento exaustivo do assunto indicando somente os resultados mais
salientes.

Considere-se de momento o balanco longitudinal, ou cabeceio, o qual vai influenciar a
distribuicdo longitudinal dos esforcos. No ambito da teoria metacéntrica, uma inclinagio
do navio vai criar um momento endireitante dado por

M,=yV GZ=yV GM 0 (3.29)
onde GZ é o braco de estabilidade GM ¢ a altura metacéntrica.
A equacdo do balanco livre tanto transversal como longitudinal vem entdo:

p(V+V,)k6+ch+yV GMO=0 (3.30)

, . . - , L . 2
onde k € o raio de giracdo e J € o momento de inércia da massa do navio (J =pVk ), para

o modo de balanco em causa.

A solucao desta equacao é:

0=0 exp(-£w,7) . sen(,/l—azmnzm) (3.31)

onde

o = gVG_M _ gG_M. 1% (3.32)
TNV )E? k> V+V,
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C

2pky(V+V, )VeGM

(3.33)

e 0 e ¢ sdo a amplitude do movimento e o desfazamento respectivamente.

2w 2nk |V +V
1, = == 5 < (3.34)
o 1-&  1-& \VgGM
As expressdes consideradas até aqui s@o vdlidas tanto para o balanco longitudinal como
para o transversal desde que se considerem as varidveis apropriadas ou seja, 6 representa
rotacdes transversais ou longitudinais, a altura metacéntrica serd a transversal ou

longitudinal, o momento de inércia serd também transversal ou longitudinal e finalmente o
coeficiente de amortecimento e a massa acrescentada V, também serdo diferentes.

O periodo do balango é:

O efeito produzido pelos movimentos é no entanto diferente na estrutura do navio.
Relativamente a esfor¢os desenvolvidos durante a flexdo longitudinal do navio, € o
balango longitudinal que importa considerar.

Considerando-se a altura da onda a meio-navio dada por

h(x.t) = hy cos% (3.35)

w

onde h, € a amplitude da onda 7, € o seu periodo a altura numa sec¢do qualquer do navio
vem dada por

h(x.1) = hy cos(@ + M} (3.36)
T A
onde 7, € o periodo de encontro entre o navio e a onda.
O momento inclinante produzido por este sistema de ondas, € dado por:
+L/2
My = [pgB(x)hyx cos(@ M} dx (3.37)
-L/2 Ty A

onde a origem dos x estd no centro de flutuacdo. E este momento que vai provocar o
balango longitudinal do navio, sendo denominado momento de excitagdo.

Desenvolvendo aquela expressao, pode representar-se 0 momento por:

s 27t 27 X cosoL 2t 27X cosOL
Mg = |pgB(x)hy x| cos=—cos=————————sen——sen————— | dx (3.38)
B 0 T A T
“1p2 E E
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A avaliac@o deste integral depende das formas do navio, nomeadamente da variacdo B ao
longo do navio. Em regra a avaliacdo deste integral conduzird a um resultado que se
poderé exprimir numa expressao do tipo de:

M, =M sen% (3.39)

E
desde que a origem do tempo se escolha de forma apropriada.
A equacdo do movimento forcado sera:

c . gGM V M, 2 pt
qg= > sen (3.40)
Av+v)k? T,

q+ q+

AVv+v)K*T K V4V,
A solucdo particular desta equacdo representa o movimento que subsiste em regime
estaciondrio e é dada por:

% o J (3.41)

\/(1-/\2)2 +(2AE) Sen( T

0=

onde 0, € angulo de inclinacdo estdtica e o desfasamento ¢ dado por:

2EA
1-A

tg0 = — (3.42)

Enquanto a arfagem estd associada a uma aceleracao vertical que é constante ao longo do
navio, o balanco provoca uma aceleracido que varia linearmente ao longo do navio. Numa
dada seccdo a aceleragdo vertical é:

\ (3.43)

A forca de inércia associada a esta aceleracdo menos a forca correspondente a variagao da
impulsdo na seccdo define a carga dindmica a que a estrutura vai estar sujeita. O momento
flector induzido € obtido integrando aquela expressdao duas vezes sucessivas, tal como se
tinha feito no caso da arfagem:

ffw ) 4w, (1) 4n’ % . (3.442)
s L \/ 1-A%) +(28A)°
.x(senzT—? + ¢J dx dx - jox jox v B(x) (3.44b)
x % se{@ + q)j dx dx (3.44¢)
\/(1—/\2)2 +(2en) M Te

O momento flector dindmico tem uma variacdo harmonica no tempo, estando ¢ graus
desfasado relativamente a onda incidente.
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4. COMPORTAMENTO DINAMICO DE UM SISTEMA COM DOIS GRAUS DE
LIBERDADE

Os sistemas de dois graus de liberdade necessitam de duas coordenadas independentes para
descrever o movimento. Muitas vezes estes sistemas sdo compostos por duas massas,
embora também possa ser s6 um corpo com a liberdade de executar dois tipos distintos de
movimentos.

Enquanto as oscilagdes harmonicas livres de um sistema de um grau de liberdade estdo
definidas pela sua frequéncia natural, tal ndo se passa num sistema com dois graus de
liberdade. Neste caso hd duas configuracdes fundamentais e duas frequéncias naturais de
vibracdo que lhe estdo associadas.

Considere-se um sistema genérico de duas massas ligadas por um sistema de mola e
dissipador:

Fo

—p
— % K

ANNNNN
ANNNNN

P

© 2]
& [H

Figura 4

onde se indica também a origem das coordenadas para os deslocamentos x, € x, das massas
m, e m,. O sistema fica completamente descrito pelos deslocamentos x, e x,, As equagdes
do movimento das duas massas sao:

F(1) = e, (1) = Ky, (1) 4+ ¢, [ 5, (8) = %, ()] + Ky [ oy (£) = x, ()] = my %, (1) (4.1a)
F (1) =¢,[5,(1) = 3,(0)] = ke, [, (1) = x, ()] = e, (1) = Ky, () = my i, (1)
ou

m%,(1) +(c, + ¢, ) %, (1) = ey, (1) + (&, + &y ) x, (1) =k, x, () = F (1) m
m,5%, (1) — c,1,(1) +(c +¢5) %, (1) = ko, (1) +( k, + k3) x,(£) = Fy (1) (*-10)

Estas duas equacgdes estdo dependentes na medida em que ambas contém termos em x, € X,

e nas suas derivadas. A solucdo do sistema de duas equagdes simultaneas resulta no
movimento de massas.

Os termos de acoplamento sdo ¢, X, € k, x, na primeira equagdo c, x, € k, x, na segunda
equagao.
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Em nota¢do matricial podia representar-se as equagdes por
[m 05| [e+e, —¢ 1%k +k, —k, |[x F
L . +L J . = (4.2a)
0 m, %, -c, oto ]l —k,  ky+ks|lx, F,

[ml{5}+[cl{x}+[k]{x} ={F} (4.2b)

ou

A solucdo deste sistema € dificil porque as equagdes ndo sdo independentes. Os termos de
acoplamento sdo os termos que nao estdo na diagonal das matrizes [c] e [k]. Quando estes
termos sdo zero, o sistema estd desacoplado. Na figura verifica-se que isto corresponde a
ter dois sistemas de um grau de liberdade desligados um do outro.

4.1 Oscilagoes Livres de Sistemas sem Amortecimento

Considere-se o caso simplificado de um sistema idéntico ao da figura mas sem nenhum dos
trés amortecedores. As equacdes do movimento podiam escrever-se:

{m]xl(t)+(kl+k2)x1(t)—k2xz(f)= (4.3)

0
my, (1) = kyx, (1) +(ky + k3 ) x,(1) =0

Sendo as equagdes homogéneas, com solugdes x,(7) e x,(¢), também as a x,(t) e o x,(t)

serdo solucdes, sendo o0 uma constante. Tem particular interesse a procura de solucdes em
que x, ex, descrevem o mesmo movimento no tempo. Neste caso a razdo entre X, e X,

mantém-se constante durante o movimento podendo-se dizer que o sistema assume uma
dada configurag@o. Neste caso as solugdes serdo do tipo

X, (t) = ulf(t) e X, (t) = uzf(t) (4.4a,b)

onde u, eu, sdo amplitudes f(z) é uma fung¢do de tempo. Substituindo nas equagdes
anteriores resulta em:

{m1u1f(t)+(k11”1 +k12”2)f(t) =0

. (4.5a),(4.5b)
myu, f (1) +(k12“1 +k22”2)f(t) =0
onde
k,=k +k,, k,=k,=k, ==k, e ky,=k,+kj,. (4.6 a-c)
Para que estas equacdes tenham solucdes € necessirio que
_ f(t) _ kyu, +ky,u, _ kyyuy + ki, Y 4.7)

f(t) mlul n72u2

onde A é constante real. Assim, para haver um movimento sincrono é necessario haver
solugdo para as equagdes:

FflB)+Af(1)=0 (4.8)
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{(ku =M, Ju, + kyyu, =0 (4.92), (4.9b)

kpou, +(ky —Am)u, =0
Se assumirmos que a fun¢do do tempo tem a forma
f(t)= Ae” (4.10)

e substituindo na equacdo 4.8 conduz a:

sS+A=0 4.11)
a qual tem duas raizes:
5, = T4 4.12)
A solug@o da equacdo € entdo
f(t) = A expV—hi + A, exp— -\t 4.13)

Se A fosse um nimero negativo os argumentos dos exponenciais eram iguais mas de sinais
contrarios. Neste caso, quando ¢ — oo, um termo tendia para infinito e outro para zero, o
que estd em desacordo com a natureza fisica do movimento. Por isso, A tem de ser sempre
positivo. Neste caso pode-se representar por A = ®°, e entio:

5, = Fi® (4.14)

donde a solu¢do 4.13 pode escrever-se:

flt)=Ae™ +A,e™ (4.15)
ou alternativamente:
f(t)=(A, + A,)cosmt +i(A, — A, )senct (4.16)
Definindo as constantes por:
A +A,=Ccosd e i(A —A,)=Csend (4.17a,b)

a expressao (4.16) exprime-se por:
f(t) = Ccos(wt - 0) (4.18)
Para determinar os valores de m € necessario resolver o sistema de equagdes:

(K, — %m, Ju, +kyu, =0 (4.19a)

kit +(kyy = @°my Ju, =0 (4.19b)
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Estas duas equacgdes algébricas homogéneas s6 tém solucdo se o determinante dos
coeficientes de u, e u, for zero:

k, -’ k
def "1 Lo l=0 (4.20)
ki, ky — @ m,
o que implica que:
4 2 2 _
m,m,® —(m,k22 +m2k,1)0) +k ky—k, =0 (4.21)

Esta equacdo caracteristica tem duas solugdes:

2
0. = lm1kz2 +myk,, +l [mlkn +m2k11J _4 kyky, = ki (4.22)

1,2
2 m,m, 2 m;m, m,m,

Este resultado indica que sé ha dois modos nos quais o movimento € sincrono. Estes
ocorrem as frequéncias naturais do sistema.

Sabendo as frequéncias naturais ®, e ®,, podem determinar-se as razdes r e r, entre as
coordenadas u, e u, para as duas frequéncias, recorrendo ao ultimo sistema de equacdes:

. :(”_zjlz_ku —oim _ Ko (4.23 2)
u ki, ky —@im,
k, -3 k
rz:(“_szp noowm ko (4231)
U ki, ky —@im,

Estas duas razdes entre coordenadas determinam a configuracdo do sistema quando ele
executa oscilacdes harmodnicas pelo que se denominam modos normais de vibragdo do
sistema.

O primeiro modo de vibragdo é definido por w,er e o segundo por w,er. Pode

z

demonstrar-se que o nimero de modos naturais de vibragdo de um sistema € igual ao
nimero de graus de liberdade.

O movimento de cada um dos modos €

(lhcfmrs

{xl(t;} e {:z}cos(wzt ~0.) (4.24b)

O movimento do sistema em qualquer instante momento é dado pela sobreposicdo dos dois
modos:

{x(0)} ={x(0)}, +{x(1)}, (4.25)
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1 1
= Cl{ }cos(wlt—¢1)+cz{r }cos((z)zt—(bz) (4.25b)
I‘l 5

4.2 Oscilagoes Livres de um Corpo Sujeito a Translagdo e Rotagdo

Para além do sistema de duas massas e mola, outra possibilidade de ter um sistema com
dois graus de liberdade, € ter uma barra sujeita a movimentos de translagdo e rotacdo.
Considere-se o caso simplificado da situacdo indicada na figura:

(x+b)

Posigao de equilibrio

Figura 5

Este sistema de uma barra apoiada em duas molas pode ser uma representacdo adequada de
um automoével por exemplo ou até um modelo simplificado de um navio a flutuar em dgua.

A barra € considerada rigida com uma massa m e com o centro de massa C, as distancias a
e b das molas k, e k,. O corpo tem um momento de inércia da massa de /, relativamente ao
centro C .

A posicdo do corpo fica completamente descrita pela translacdo x do seu centro e pela
rotagdo € em torno de C,. As duas equacdes do movimento reflectem o equilibrio de
forcas verticais e do momento relativamente a C, :

{—k,(x—ae) —k,(x+b6) = mi

; 4.26a) (4.26b
ki'(x—aB) —k2(x+b0) = 1.0 (4262) )

ou

[m OW{X}J k+k,  —ka-kp)] x}_ {0} )

Lo ICJ 0 L—(k,a—kzb) ka®+kp* |(8) (0 '
Considere-se agora um ponto 0 tal que uma forca vertical aplicada nesse ponto provoque
s6 uma translagdo do corpo. Denominando por a, e b, distancias de 0 a k, e k,, pode

exprimir-se a condicdo de ndo rotacdo com o requisito de o momento ser nulo
relativamente ao ponto 0, o qual se desloca a distancia x, da posi¢ao de equilibrio:

kxa, = kxb, (4.28)

4-5



DINAMICA DO NAVIO

o que implica que ka, = k,b,

Substituindo esta condi¢do e x, = x+(a, —a)® no sistema de equagdes

{kl( & (x =8 ~ k.l +58) = s, ~(a—ald] 20

X, = alﬂ)al - kz()c1 +b19)b1 = 1,0-m¥, —m(a1 - a)é

em que /, ¢ o momento de inicio de morso em relagdo ao novo centro, resulta em:

mx, — meé+(k1 + kz)x1 =0
(4.30a)(4.30b)

—me %, +1,0+(k,a> +k,b2)0=0

onde e = a, —a representa a excentricidade do ponto O relativamente ao centro de massa
C,. Na forma matricial tem-se:

[ m —me—|{)'él} [k, +k, 0 W{xl} {0} 131
.+ = .
L—me I, J 0 L 0 k1a12+k2b12J ) 0 @.31)
Enquanto no primeiro sistema de matrizes o acoplamento entre os sistemas ocorre na

matriz de rigidez, no segundo € na matriz de massas. No primeiro caso, diz-se que hd um
acoplamento estdtico ou eldstico e no segundo o acoplamento é dindmico ou inercial.

Fica claro deste caso que o tipo de acoplamento que existe depende das ordenadas
utilizadas para descrever o movimento e ndo é uma propriedade intrinseca do sistema.

4.3 Modos Proprios de Oscilacdo

Volte-se ao sistema de equacdes de (4.3) da seccdo 4.1 e considere-se que a solucio geral
(44 a - b) toma a forma de um somatério de duas solugdes q(t):

x,(1)=q,(t) +q,(7)
{xz(t) =nq,(t) +1rq,(?) (4.32ab)

onde as razdes 1, e r, sdo dadas pela expressdo (4.23a, b) da seccdo 4.1.

Substituindo estas solugdes no sistema (4.3) resulta em:

{ ml(él +q2) +k11(% +92) +k12(’”1% +er2) =0 (4.33a)(4.33b)

WIQ(r]él +"26.1.2)*'1612(% +‘I2) +k22(’in +rz%) =0

Multiplicando a primeira equagdo por m, m, m, 1, € a segunda por my € subtraindo a
segunda da primeira, obtém-se:
mmy (1 = 1)+ (mors ko + morirk,, = mk, = mikoori g, +

, , (4.34)
+("”2rzk11 +myry ky, —myrs ky, —mkoy, _m1k22”2)CI2 =0
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Por outro lado, multiplicando a primeira equagdo de (4.32) por m, 1, € a segunda por m, €
subtraindo a segunda da primeira, obtém-se:

mlmz(rl _rZ)QI +(mzr1k11 +mzr12k12 —mk,, _mlkzzrl)ql + (4.35)
+(mzr1k11 +mynnk, —mk, _mlkzzrz)% =0

Substituindo nestas duas ultimas equagdes 1, e 1, pelas expressdes indicadas pela expressdo
(4.23), resulta nas equacdes:

qi +w]2q’ =0 1= 1’2 (436)

onde m, e ®, sdo as frequéncias naturais do sistema, dadas pelas expressdes (4.22) da
secgdo 2.

A particularidade destas equacdes, que as distingue do sistema (4.3), é que elas ndo sdo
simultaneas mas sim independentes uma da outra. As solugdes g, e g, que permitem este
desacoplamento das equacdes do movimento sdo as coordenadas naturais ou principais, as
quais definem os modos de vibragao.

A solucdo de cada equagio é:
q,(t)=C cos(m,t—9,) i=12 (4.37)

Introduzindo agora as expressdes (4.36) nas solugdes (4.32) resulta na solucdo do
movimento:

x,(t) = C, cos(®,t-0,)+ C, cos(w,t — 0,) (4.38)

que € a sobreposi¢do dos modos naturais de vibragdo. As constantes C e ¢, dependem das
condi¢des iniciais do movimento.

Sabendo o deslocamento e velocidades iniciais, as constantes determinam-se especificando
o sistema (4.37) para este caso:

x,(0) = x,, = C, cosd, + C, cos0, (4.39a)
x,(0) = x,yy = C1, c0s0, + C,1, cosd, (4.39b)
%(0) =v,, = Cosend, + C,m,send, (4.39¢)

%,(0) = v,, = C,w,send, + C,w,r,send, (4.39d)

Estas expressdes podem-se transformar em relagdes do tipo
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rf 1 (4.40)

2
rLv,, —V
C = 1 (rleo —x20)2 +( - 10—2 20) (4.41a)
n=n o,
1 2 (rlvlo - Vzo)2
C, = (—rxy—xy) +——5—— (4.41b)
n=n W,
0, =tg" —2t0 T (4.41¢)
ml(rleo _xzo)
0, =tg” —10 "1 (4.41d)

-, (rlxlo + xzo)

4.4 Resposta a uma Excitacdo Harménica

Considere-se o caso geral da equacdo de um sistema de dois graus de liberdade com todos
0s termos:

{m”jél +my, %, o X+ ok, Hkpx +kpx, = fl(t)

. iy . . (4.42)
My, My %y + 0%, + 0y + kX, Hhgpx, = (1)
onde F, e F, sdo as forgas de excitacdo que se consideram harmonicas:
F(t)=Fe™ e F(t)=Fe™ (4.43a,b)

Considere-se agora que as solugdes em regime estaciondrio também sdao harmonicas e t€ém
a forma:

x(f)=Xe” e  x(f)=X,e” (4.44a,b)

onde X,eX, sdo em regra numeros complexos que dependem da frequéncia e dos
parametros do sistema .

Substituindo as expressdes das solugdes nas equagdes do movimento, resulta em:

(-o’m,, +ioe,, +k, )X, +(-0’m, +ioc,, +k,)X, = F,
e e i} (4.45a.,b)
(~o?m,, +iwe,, +k, )X, + (-0 my, +ioc,, +ky)X, = F,

Chamando impedancia a fun¢do definida por:
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Z, (o) = —0’m; +ioc, +k;, i, j=12 (4.46)
pode escrever-se o sistema de equacdes de forma compacta como:
[Z(){x} = {F} (4.47)

A solucdo deste sistema obtém-se pré-multiplicando ambos os termos desta equagdo pelo
inverso de [Z((;))] :

{x}=[z(0)] {F} (4.48)

O inverso de [Z(w)] ¢ dado por:

[Z(CO)]_I _ 1 { Zzz(w) _Zzln((m)} (4.49)

Z,(0)Z,(0) - Z}, ~Z,,(o) (o)
Introduzindo (4.49) em (4.48) fica-se entdo com a solugdo do sistema :

Zzz(m)Fl - le(('o)Fz
Z, ((’))Zzz (('0) - 2122 ((’))

Xl(('o):

(4.50b)

Considere-se agora o caso simplificado do sistema tratado na seccio 2, com duas massas e
trés molas.

Assuma-se ainda que F, = 0. Entdo as equacdes (4.50a - 4.50b) ficam:

B (kzz - 0)2mz)Fl
O T om0 & .
X,(0) = ok (4.51b)

(Kll - (‘)zml )(kzz - 0)2”12) - k122

| ) J L
[

0 1.0 1.51 0 1.0 1.51

Figura 6
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5. ARFAGEM E BALANCO SINCRONOS

Até aqui estudou-se a arfagem e o balanco como movimentos independentes e unicos. Na
realidade, quando um navio € sujeito a accdo de um sistema de ondas, ele responde em
ambos os graus de liberdade os quais estdo em regra acoplados.

O acoplamento entre arfagem e balanco longitudinal resulta da ndo-simetria proa-popa que
o navio exibe. J4 a simetria bombordo-estibordo faz com que a arfagem ndo esteja
acoplada ao balango transversal podendo assim ser estudada sem o ter em consideracao.

7 N

Quando o navio é excitado por um sistema de ondas que incide obliquamente a sua
direc¢do de propagacdo hd uma desigual distribuicdo da impressdo nos dois bordos do
navio excitando-se também o balanco transversal.

Um estudo completo da dindmica do navio terd de contemplar os seis graus de liberdade.
No entanto sdo fundamentalmente a arfagem e o balanco longitudinal que contribuem para
os esforcos induzidos na estrutura. Além disso, os métodos e conceitos a aplicar aos
restantes 4 graus de liberdade sdo essencialmente os mesmos que se aplicam a estes dois
pelo que se estudardo aqui somente a arfagem e o balancgo.

5.1 Deducdo das Equagoes do Movimento

Considere-se o caso de um mnavio a mover-se com velocidade constante
perpendicularmente a um sistema de ondas regulares monocromaticas. Desprezando a
translacéo horizontal provocada pelo efeito das ondas, o movimento do navio fica descrito
com as componentes da arfagem e do balanco longitudinal bem como da diferenca de fase
entre eles.

Para se estudar o movimento do navio, este considera-se como um corpo rigido sujeito a
translagcOes verticais e a rotacdes. A especificidade deste caso estd na interac¢do que se cria
com a agua onde flutua. Varias teorias t€m sido propostas para determinar as forcas de
excitacdo e as reaccdes desenvolvidas pela dgua, resistindo ao movimento do navio.
Actualmente a teoria mais sofisticada que estd a ser realmente aplicada € a teoria das faixas
(strip theory).

A hipétese fundamental da teoria das faixas é considerar que o navio pode ser representado
por um conjunto de seccodes transversais ao longo das quais o escoamento da dgua é
essencialmente bidimensional.

O movimento do navio no seio da dgua torna necesséario a utilizacdo de eixos de referéncia
diferentes para a dgua e para o navio. Como as particulas de dgua, ndo acompanham o
movimento de avanco do navio, o escoamento da 4gua tem de ser representado
relativamente a eixos fixos. O escoamento da dgua, que € essencialmente vertical, dd-se em
torno de um corpo que estd continuamente a variar de forma, por for¢ca do seu movimento
horizontal.

Em consequéncia do movimento horizontal do navio, é conveniente utilizar um sistema de
eixos que se desloca a velocidade do navio para descrever os movimentos de arfagem e
balanco.
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O movimento do navio vai ser provocado pela accido das ondas ou seja pela variacdo das
forcas relativamente a posicdo de equilibrio. Por isso no estudo dos movimentos
desprezam-se as forcas envolvidas no equilibrio estitico do navio.

Considere-se um sistema de eixos fixos x, y, z com a origem O num ponto de superficie
livre da dgua. Considere-se agora o sistema fixo ao navio com os €ixos x, y , z € com a
origem O no ponto da superficie livre da d4gua que estd na vertical do centro de gravidade.
As coordenadas x e § sdo positivas para vante e z € positivo para baixo.

ey
LO lo‘; ‘f ﬁ

Figura 7

O movimento do navio fica descrito com a translacdo do centro de gravidade e pela
rotacdo, considerada positiva quando a proa se eleva. Logo, o movimento vertical de uma
seccdo qualquer que dista & do centro de gravidade é dada por z—E&®, para angulos
pequenos.

A aplicagdo da teoria das faixas baseia-se também na hipétese do movimento relativo. Esta
hipétese, considera que as forcas que se desenvolvem numa dada sec¢do podem ser
referidas a posicdo instantinea do navio na dgua, a qual resulta do efeito combinado do
movimento do navio e da elevacdo da superficie do mar. Represente-se a altura da
superficie livre da dgua por

h = h, sen k(x —th) (5.1)

onde A, é a amplitude da onda, k o nimero da onda é V, a velocidade da onda. O
deslocamento vertical z, da sec¢do que estd a distancia § de O' é dado por:

7, =2-E0-h (5.2)

A velocidade relativa obtém-se diferenciando esta expressdo em ordem ao tempo, tendo
em consideracdo que num dado plano transversal depende do tempo:

—=f=_y (5.3)

Entdo a velocidade relativa vertical vem:
i =w =z—(80—VO)—h (5.4)

Pode-se ter a no¢do fisica do efeito do termo em V 6 considerando o navio a deslocar-se a
uma velocidade V com um caimento 6 positivo. Quando o navio passa por uma secc¢do fixa
no espago, um observador via as seccdes deslocarem-se verticalmente para baixo.
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A aceleragdo vertical obtém-se diferenciando a expressdo anterior:
W, =% =7—E0+2V0—h (5.5)

Tendo as expressdes para os deslocamentos, velocidades e aceleracdes € possivel
estabelecer a equacdo do equilibrio de cada seccdo transversal, utilizando um método
semelhante ao adoptado no estudo da arfagem do navio. Numa faixa de comprimento d€, a
forca vertical por unidade de comprimento pode ser representada esquematicamente por:

o) _ Lo . .
8_§ z:mizi+(aiwr+biw,)+cizr , i=1..,n (5.6)

onde identifica a faixa considerada, m € massa dessa sec¢do, Z, € aceleragdo vertical da

seccdo ou seja é (Z —E,,.G). Note-se que o primeiro termo representa as forcas de inércia, o
segundo as forgas hidrodinadmicas e o dltimo as forcas hidrostaticas.

Recorde-se que no tratamento da arfagem tinha-se considerado a massa acrescentada
a;associada a massa da secc¢do jd que ambas eram proporcionais a mesma aceleragcdo. No
presente caso, enquanto a forca de inércia do navio € proporcional a aceleracdo do navio, a
forca "de inércia" hidrodinamica é proporcional a aceleracdo relativa.

As componentes hidrodinamicas estdo desfasadas de 90° ji que uma € proporcional a
aceleracdo e outra a velocidade relativa. A componente hidrostética representa a variacao
da impulsdo devida ao deslocamento relativo. Por isso o coeficiente ¢, relaciona-se com a
area da seccdo transversal na vizinhanga da linha de dgua, e pode ser aproximado por:

¢, =B (5.7)

1 1

onde B, € a boca do navio na secco.

A massa acrescentada que estd indicada na equacdo (5.6) é uma grandeza que varia no
tempo pois devido ao movimento relativo a sec¢do imersa varia. A variacdo da massa
acrescentada pode ser descrita recorrendo ao conceito da taxa de variagdo da quantidade de

movimento (a,w,):

dlaw. )
daw,) _, da, | dw, 5.8
dt dt dt

onde neste caso g, jd representa a massa acrescentada correspondente a posi¢do inicial da
seccao.

Utilizando a regra da diferencia¢do composta e a expressao (5.3) resulta em

d[ = Wr d& aiWr .

onde o termo em V representa o efeito da velocidade do navio.

Introduzindo esta expressdo em (5.6) resulta numa expressdo mais precisa da forca em
cada seccdo:
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(ﬂj'—+ 7+ '+(b V%j + (5.10)
d P =Tz T aw, | b € W, TG, :

Recordando que a expressao (5.1) da elevag@o da superficie do mar resulta de um potencial
de escoamento:

0 =hV, e “sen k(x—V,1) (5.11)
obtendo-se por diferenciagao:
ho_ L9 (5.12)
g ot

e que a pressdo hidrostatica a uma profundidade z e dada por:
p=pg(z-h) (5.13)

resulta que a pressdo e as forgcas a ela associadas apresentam uma diminuicdo com a
profundidade provocada pelo factor e da expressdo (5.11).

Por isso, os valores correctos das varidveis correspondentes a0 movimento relativo na
expressao (5.9) deverdo ser:

7, =z7—E0—he™ (5.14a)

w, = 7—E0+VO—he™ (5.14b)
W, =7 —E0+2V0—he™ (5.14¢)
7 =%7-E0 (5.14d)

Para que haja satisfacdo das equagdes de equilibrio em todo o navio € necessario integrar a
expressao (5.9) ao longo do comprimento do navio e iguald-lo a zero. A integracdo ¢ feita
ao longo da ordenada x relativa aos eixos fixos, mas para os termos que nao envolvam a
elevacdo da superficie do mar a integracdo feita em ordem a & é sempre idéntica a
integracdo em ordem x logo,

g—édﬁz Imizid§+Iaiwrd§+_[biwrd§—v,[c;—aéwrd§+ [ezde=0  (5.15)

definam-se os seguintes termos :

a=[adg (5.16a)
b= j bdE (5.16b)
c=[edt (5.16¢)
d = [atde (5.16d)
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da,
e=—Jbi§d§+2VJaid§+VJ.d—§§d§ (5.16€)
h=—[ cEdE+V [bde (5.16f)
para o que teve em conta que:

m= [ mdg (5.17a)

da.
Tl =0 5.17b
| L (5.17b)
Jmiﬁdﬁ_, =0 (defini¢ @ decentro de gravidade) (5.17¢)
I%g dE = —a (5.17d)

dg

Os termos que contém a elevacdo da superficie livre da dgua podem ser todos coligidos
numa expressio que representa a forca de excitacao:

F = J.iie_kzaid&+ J.he‘k{bi -V ‘;—‘gjd&.+ Ihe—’“c,.da (5.18)

A elevacido da superficie do mar é dada pela expressdo (a). No entanto, para um navio que
se desloque na direc¢do da onda a frequéncia de encontro e a que corresponde a velocidade
relativa (V, —V):

®, = k(vw—v)=m-°°2V (5.19)
8
onde k = 27t/ L, = 0)2/ g . Logo, substituindo x por (§ + Vr) na equacio resulta:
h = hysen(k& - @ 1) (5.20a)
e as sucessivas derivadas em ordem ao tempo levam a:
h=—h,o, cos( ke— 1) (5.20b)
hh = —h,o,*sen( k- w,1) (5.20¢)
Substituindo estas expressdes em F, resulta em:
F, =he™ J (~wla, + cl.)sen(ki -0,t)d& —he ‘o, J (b,. -V fl—zj cos(k& — o,1)dE (5.21)

Note-se que F, calcula-se a partir das expressdoes que ja foram definidas anteriormente,
desde que se saiba os valores de /1, e ®,. Representando o resultado do integral por:
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F, = F,cos(®t +¢) (5.22)

onde F; ¢ uma amplitude e 6 € um desfasamento relativamente a onda, exprime-se
finalmente a equacdo do movimento por:

(m+a)i +bz+cz+dD+eB+ho = F, cos{ @t +0) (5.23)

Da mesma forma como se procedeu ao equilibrio das forcas verticais para obter a equacio
anterior, pode também proceder-se ao equilibrio dos momentos dessas forcas para obter a
outra equagdo do movimento:

(1, + AJ6+ BO+CO+ Dz + Ez+ Hz = M, cos| w1 +9) (5.24)

onde [/ € o momento de inércia da massa do navio:

I, = j mEdE (5.25a)
e os restantes coeficientes sdo:

A=fagdg (5.25b)

B= j bEXE (5.25¢)

C=[c&de~VE (5.25d)

D=d (5.25¢)

E =—[bEdE Va (5.25f)

H = [cgdg (5.25¢)

O momento de excitacdo M, € o que resulta da avaliacdo dos integrais referentes F; onde
se introduziu a varidvel adicional &, representando o brago das forgas.

5.2 Solucdo das Equacoes do Movimento

A solucdo das equacdes acopladas de arfagem e balanco podem obter-se na forma de
ndmeros complexos, onde as amplitudes zZ e 6 dos movimentos sdo dadas por:

MQ-FS

7=—T—"— 5.26
YT OR-PS (5.262)
= M (5.26b)
OR- PS
onde os descaramentos 0 e € vém:
Z = Re[ZOe’ﬁ] = Z,c08d (5.27a)
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0 = Re[0,¢" | = 0, cose (5.27b)
F = Fe° (5.27¢)
M = M° (5.27d)
(S
P=—(m+a)w +ibw, +c (5.28a)
Q =—do’ +iew, +h (5.28b)
R=-Dw’ +iEw, + H (5.28¢)
S =—(1,+ A)o +iBo, +C (5.284)

Esta solugdo diz respeito ao problema do navio incidindo perpendicularmente, as ondas
mas pode ser generalizado a incidéncia obliqua desde que se entre em linha de conta com o
comprimento de onda efectivo, o qual € a projec¢do do comprimento da onda na direccio
de avancgo do navio. Neste caso a frequéncia de encontro passa a ser dada por:

2
o, = o LYY (5.29)
8

onde y € o angulo entre a proa do navio e a direc¢do de propagagdo da onda. A teoria que
aqui foi exposta para descrever o movimento combinado de arfagem e o balanco
longitudinal deve-se fundamentalmente a Korvin-Kroukovski e data de 1957. O célculo
dos coeficientes hidrodindmicos da equacdo do movimento foi apresentado inicialmente
por Lewis em 1929, tendo havido melhoramentos por diversos autores durante os anos 60.
A propria formulagcdo das equacdes do movimento foi sendo actualizada durante esta
década, fundamentalmente ao nivel de melhoramentos na forma dos coeficientes da
equacdo. As vdrias teorias actuais diferem fundamentalmente no modo como tomam em
consideracdo o efeito da velocidade nos coeficientes das equacdes e como calculam os
coeficientes hidrodinamicos. De entre as existentes, a que terd talvez recebido mais
aceitacdo de Salvesen, Tuck e Faltinsen, de 1970. Os melhoramentos que as novas teorias
trouxeram, ficam no nivel quantitativo, ndo alterando de maneira especial o panorama de
resultados existentes.

De um modo geral pode dizer-se que os resultados destas equacdes relativas aos
movimentos dos navios, sdo bastante precisos, em especial quando os coeficientes
hidrodinamicos sdo determinados a partir de ensaios experimentais. Noutros casos, a
precisio do método depende da precisdo com que sdo calculados os coeficientes
hidrodindmicos das equac¢des de movimento.

A teoria das faixas permite quantificar o efeito de velocidade do navio e permite comparar
casos com propor¢des substancialmente diferentes. No entanto, o efeito de mudancgas de
pormenor na forma das sec¢des ja ndo tem um reflexo sensivel nos movimentos previstos
pela teoria.

Por exemplo, nos casos em que hd um declive acentuado das linhas do casco na zona da
linha de 4gua, a hipdtese de que o casco € vertical torna-se incorrecta, o que dd mais
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fiabilidade aos resultados para navios com grande coeficiente de finura total. J4 hd
actualmente teorias que tomam em consideracdo este efeito bem como outros efeitos nado-
lineares, mas ainda ndo estdo em uso generalizado.

Esta teoria é também utilizada para quantificar os esforcos que solicitam o casco durante o
movimento, embora a precisdo destas previsdes seja menor. As figuras que se juntam
mostram comparagdes entre resultados tedricos e experimentais tanto no caso de
movimentos como do momento flector vertical.

5.3 Determinagdo dos Coeficientes Hidrodinamicos das Equagoes

As equacdes do movimento contém termos em q; e b, que representam a massa adicionada
e o coeficiente de amortecimento hidrodindmico das seccdes transversais do navio.

A partir de considera¢des hidrodindmicas envolvendo o potencial de escoamento, a massa
acrescentada de um cilindro a flutuar é metade do valor para um cilindro totalmente
submerso. Assim, sera:

_pur’ _ pmB;

, 5.30
i =5 g (5.30)

onde r, € o raio da secgdo n, igual a metade da boca B, nessa sec¢do.

Para secgdes ndo curvas, pode exprimir-se a massa acrescentada por uma expressao
semelhante afectada de um coeficiente C que reflecte a influéncia da diferente forma:

pTB;

5 (5.31)

a=C

Existem diferentes métodos para calcular C, ndo sendo o objectivo aqui analisd-los em
detalhe.

Grim obteve o valor de C para vdrias formas geométricas representativas das seccdes
transversais comuns em navios. Os resultados que se indicam na figura em anexo sdo

fungdio da razdo boca/calado (B, /T) e do coeficiente de finura da seccdo transversal, ou
sejade B, =S,/B,T.

O coeficiente de dissipa¢do hidrodindmico b, representa a forca de amortecimento por
unidade de velocidade vertical. Depende da frequéncia de encontro, que ¢é igual a
frequéncia das ondas irradiadas e da razio A entre a amplitude das ondas irradiadas e a
amplitude do movimento relativo vertical:

b =pg’ A’/w'e (5.32)

A razdo de ser destas dependéncias estd no facto de a dissipacio da energia hidrodindmica
se dar por via da formacdo e irradiacdo de ondas de superficie devidas ao movimento do
corpo.

Os valores de A podem também obter-se dos graficos que se juntam, em fungio de B, /T e
de B,,.
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6. INTRODUCAO AOS PROCESSOS ESTOCASTICOS

O estudo dos processos estocdsticos € essencial para uma adequada descriciao do clima de
agitacdo maritima e do comportamento dos navios sob o efeito das ondas.

Os estudos de mecanica e da dindmica iniciam-se com a andlise dos movimentos
deterministicos. A diferenca fundamental entre um movimento deterministico e um
movimento aleatorio consiste em que num movimento deterministico definido por x=£{(r),
quando é dado t o valor de x fica determinado inequivocamente, enquanto que num
movimento aleatdrio nao é possivel prever com exactiddo o deslocamento x.

Num movimento aleatdrio o que se consegue descrever sdo as caracteristicas estatisticas do
movimento, ou seja, dada a varidvel independente ¢ consegue-se quantificar qual a
probabilidade que a amplitude do movimento esteja entre um dado valor x e um valor
X+ Ax.

Um processo estocdstico envolve sempre uma variacdo de uma func¢do no tempo. A
diferenca fundamental entre o processo estocdstico e uma varidvel aleatdria é exactamente
esta dependéncia no tempo. Estes processos podem-se pensar como sendo fungdes que
variam no tempo mas que t€ém uma intensidade que varia de forma aleatéria.

Nos estudos introdutérios de probabilidades e estatistica consideram-se as varidveis
aleatorias e estudam-se os vdrios conceitos de funcdes densidade de probabilidade, das
estatisticas descritivas e da forma como se caracterizam as varidveis aleatdrias. Vai iniciar-
se o estudo dos processos estocdsticos revendo o mesmo tipo de conceitos no dmbito dos
processos estocdsticos.

6.1 Fungdo Densidade de Probabilidade
Para se definir o conceito de uma funcio de densidade de probabilidade considere-se um
movimento deterministico sinusoidal dado por:

x(t) = x, sen ot (6.1)

onde x, ¢ a amplitude do movimento e ® € a sua frequéncia circular. Derivando esta
expressdo obtém-se:

dx = x, ® cos Wt dt (6.2)
dr=— B (6.3)
X, ® cos Wt
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O movimento que se descreve por esta equacdo ¢ um movimento deterministico. No
entanto pretende-se caracterizar a probabilidade de que, num dado instante aleatrio no
tempo, a particula que descreve o movimento se encontre entre o valor x e o valor x + Ax,
ou seja, vai-se quantificar a probabilidade de que num ponto qualquer do tempo o
deslocamento seja igual a x. Neste caso o factor aleatério € o ponto no tempo que se
considera. Para isso vai-se utilizar as duas expressoes de dx e dr que ja foram deduzidas.

Partindo da equagao fundamental da trigonometria e substituindo o valor de sen ¢ pelo que
se obtém da equagdo (6.1) determina-se:

cos f =+/1-sen’mt =

(6.4)

Substituindo esta expressdo na equacdo (6.3) deduz-se finalmente a expressao de dt em
funcdo dos parametros do movimento:

e & (6.5)

X0+l = x°/x]

A propor¢ao do tempo por ciclo em que x(f) se encontra entre x e x + dx é:

2dt _ 2dx _ dx
T ())T\/xg—x2 n\/xg—xz

(6.6)

onde se fez uso da equacido (6.5).

§ x(t)
XxX+dx ,
(4
X 4
U4
14 -
"—.F— —WL— t
V4 de dt
4
- r -

Figura 8
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Como se pode deduzir observando a figura 1 esta propor¢cdo do tempo serd igual a duas
vezes o intervalo de tempo dt dividido pelo periodo 7' do movimento. O periodo é definido
como o espaco de tempo que o movimento demora a repetir-se e portanto serd igual a 27w

Considere-se um instante f, qualquer tal que 0<?,<T. A probabilidade que x(z,) se
encontre entre x e x+dx depende da percentagem de tempo que x(?) estd entre x e x+dx o
que foi definido como sendo a equacgdo (6.6). Assim esta probabilidade é dada por:

(6.7)
P[xSx(tO)Sx+dx]= 2d) = d = p(x) = fy (x)dx-x, <x<x,

T mx-x°

onde f (x) € afuncdo densidade de probabilidade.

dp(x)

:‘l_l
b
o

x ¥

X 0 x x+dx X

Figura 9

Esta funcdo dada por (6.7) estd indicada na figura 2 onde se pode observar que f, (x)

aumenta bastante quando x se aproxima de x, o que € o resultado de numa onda sinusoidal
a curva achatar-se perto dos extremos. Num movimento sinusoidal a variacdo do
deslocamento com o tempo € bastante mais rdpida perto dos valores em que o
deslocamento € nulo do que perto da amplitude maxima do movimento o que aparece

representado na figura 2.

Dado que a amplitude do movimento € x, a probabilidade de o deslocamento se encontrar
entre —x, € +x, tem que seriguala I:

P[—x0 < x(t,) < xo] = J.j fy(x)dx=1 9
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o \J i\/ v_ﬂ__‘g‘,

df1 dtz dts dt‘bv

Figura 10

Considere-se agora que em vez de uma onda sinusoidal deterministica se trata de um
processo aleatério x(f) conforme se indica na figura 3. Neste caso, para quantificar a
probabilidade de a amplitude estar entre x e x+dx € necessario somar os intervalos de
tempo dt,, dt,, dt, e dt,:

(6.9)

dt
£y (2)dx = dt, +dt, +dt, +dt, _ ZT

T

Este tratamento implica que este sinal € irregular mas tem um periodo 7, e portanto, a
percentagem de tempo em que o sinal se encontra nestes valores serd o quociente destes
intervalos infinitesimais pelo periodo.

Uma forma equivalente de tratar este problema ¢é através da digitalizacio do sinal, isto é,
considerando que o movimento em vez de ser continuo € constituido por uma sucessao de
pontos separados entre si pelo intervalo ¢ inferior aos valores de dtf, que se estavam a

considerar.

Desta forma pode transformar-se o tempo que o movimento estd numa dada faixa entre x e
x+dx pelo nimero de pontos igualmente espacados que se encontram nessa mesma faixa.
Desta forma p(x) serd o quociente entre o nimero de pontos que estdo nessa faixa dn pelo
nimero total de pontos N que se encontram no periodo 7, isto é:

p(x) = dn/N (6.10)

6.2 Valor médio ou esperanga matemdtica

Pode definir-se o valor médio E[t] de um processo como sendo o valor tal que multiplicado
por T € igual a drea total sob a curva x[z]:
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E[x]T = JT.x(t)dt (6.11)

0
Dividindo ambos os termos desta expressao por T obtém-se:

Bl = [0 % =[x f0ode =[x p (o) 6.12)

Nesta equacdo a expressdo dt/T ndo é mais do que a fun¢do densidade de probabilidade ja
identificada na expressdo (6.7). Substituindo esta expressao fica-se entdo com o integral
entre —x, € + x,, o qual € igual ao integral entre —co a + o, jd que 0 movimento € igual a
zero para valores que ndo estejam compreendidos entre —x, e + x,.

Verifica-se assim que, a partir de consideracdes ligadas ao movimento, se veio obter a
expressdo da esperanca matemdtica conforme se define para uma varidvel aleatoria:

E[x] = Jw;x Fy (x)dx (6.13)

Uma outra grandeza importante para a definicdo de um processo aleatdrio, € a sua
variancia. A variancia define-se como o valor esperado do quadrado das diferencas entre o
valor da varidvel e o seu valor médio, ou seja:

o> = E|(x—E[x)’] (6.14)
Desenvolvendo o quadrado obtém-se:
o’ = E[x2 —2x E[4] +(E[x])2] = B[] -2E[xE[x]+(E[x)" (619
a qual se transforma em:
o’ = E[x*|-(E[+])’ (6.16)

Esta equacdo mostra que a variancia € igual a média dos quadrados das amplitudes menos
o quadrado da média. O valor médio do quadrado das amplitudes obtém-se aplicando a
definicdo da esperanca matematica que foi deduzida na equagdo (6.13), ou seja:
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E[x’]= j:;ﬁ Iy (x)dx (6.17)

Define-se o desvio padrdo como sendo a raiz quadrada da variancia:

o =+o? (6.18)

E de notar que este parimetro tem as mesmas unidades do que a amplitude enquanto que a
variancia tem unidades iguais ao quadrado da amplitude.

Muitas fungdes de densidade de probabilidade ficam completamente descritas com o
conhecimento destes dois pardmetros, ou seja, da média e do desvio padrdo. Tal € o caso
da distribui¢@o normal que se ird analisar seguidamente.

A funcdo distribui¢do da probabilidade obtém-se da fun¢do densidade de probabilidade
através da integracao:

Fo(x)= [ f4(8)d& = Prob[-ee < E <] (6.19)

Observando a expressdo (6.13) e a expressdo (6.17), verifica-se que ha uma semelhanca
muito grande entre elas e as expressdes que nos dio os valores do momento de uma funcio
sendo a analogia dada pelo valor de x que representaria o braco dessa funcdo. Por esta
razao, estes parametros sao normalmente designados por momentos estatisticos.

O momento de ordem i de uma dada distribuicao é dado pelo produto da fun¢do densidade
de probabilidade pela varidvel elevada a poténcia i integrado em todo o dominio de

—00 Qg +oo:
m, = j‘: X' f, (x)dx (6.20)

Considere-se o exemplo de uma onda sinusoidal. Neste caso, introduzindo a equagdo (6.7)
na (6.13) obtém-se:

E[x]= j‘: xfy(x)dx=0 6.21)

A expressdo (6.17) toma a forma:
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2
— T (6.22)

2 * x?
= —d =
PN,

E [x
donde a variancia € obtida pela equagao (6.16):
) X,
o’ = E[x*]|-(E[x])" = o (6.23)
levando finalmente ao desvio padrio:
X9
C = 7 =.707 x, (6.24)

Note-se que neste caso a varidncia é igual a média dos quadrados da varidvel, o que
acontece sempre que o valor médio da varidvel € nulo.

Um outro exemplo que se pode considerar € o caso da distribui¢do normal ou de Gauss, em
que a fun¢do densidade de probabilidade é dada por:

26

Frlx)=— eXp{—(x_T)} (6.25)
2TG

onde m e G sdo parametros cujo significado ficard claro mais adiante. Aplicando a
defini¢do de valor médio vem:

= 1 = (x—m)’
E[x]= L, xfy(x)dx = ELX exp{— T} dx (6.26)

enquanto a média dos quadrados é dada por:

1. 1 © 5 _(x_m)z
E[x - mj_mx exp{ SErea }dx 6.27)

7 N

Para resolver os dois integrais é conveniente proceder a seguinte transformacdo de
varidveis:

y=x—-m (6.28)
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que transforma a equacdo (6.26) em:

1 o y’
+ 2 lg 6.29
= [ (y+m) eXp{ 202} y (6.29)

E[x]: -

A resolucdo deste integral e do que resulta da equacdo (6.27) faz-se recorrendo aos
seguintes resultados que se encontram em tabelas de integrais:

) (6.30)
oo y Tc
exp — dy=,—0
IO P % VT2
2
J-O yexp— Py dy=¢0 (6.31)
- 2 (6.32)
2 axpe 2y = n G?
'[0 yoexp 262 Y \ 2

Fazendo uso das equagdes (6.30) e (6.31) a expressao (6.29) resulta em:

E[x] = - 127t 2{O+m\/§ Gv} =m (6.33)

Retomando agora a expressdo (6.27) e fazendo uso dos integrais (6.30) e (6.32) obtém-se:

. (6.34)

E[xz] B G227

! 2 \/E<33+m2\/£c:cs2 +m?
o227 2 2

Estes resultados mostram que o parametro m é a média de X enquanto o valor médio dos

L. N . ) N . -
vadrados é igual & soma de 6> com m’* ou seja 0 6 ndo é mais do que o desvio padrio de
X.

J‘:(y2 +2my +m2)exp— 2);2 dy

2

6.3 Distribuicoes Conjuntas

A funcido densidade de probabilidade conjunta ou de segunda ordem € definida por:
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Fry(x.y) dxdy=Prob [x < x(to) Sx+drey <y(t,)<y+dy] (6.35)

A probabilidade de x e de y estarem simultaneamente em dois intervalos pré definidos é
dada por:

Problx, Sx<x ey, <y<y]=["["f, (& O e dg (6.36)
A condi¢do de normalizagdo é:
[ feydrdy=1 (6.37)

A distribuicao marginal obtem-se da distribui¢io conjunta por integracio:

fX(x) dx = P[xSx(tO)Sx+dxe—0<>Sy(tO)Soo]

=dx [ fy,(x8)dg e
donde
= [ frs(x.8)dg (6.39)
Analogamente se poderia obter a outra distribui¢do marginal:
= [ fralBy)dt (6.40)

O valor médio de uma funcio g(x,y) de varidveis aleatorias obtem-se aplicando o mesmo
principio:

E[e(e.y)]=[ [ 8(x.¥) fy,(&m)dE dn (6.41)

A distribuicao de x condicional na varidvel y é dada por:
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(6.42)
fx,y(x’y) dx dy . Sfyy(x,y)dx

dy J._ZfXY(a’Y) dé;_ fy()’)

fX‘Y dx =

ou seja, pode definir-se a funcdo de distribuicdo conjunta a partir das distribui¢des
condicionais e marginais:

Frw(3) = Fyy (4) £,(9) (6.43)
No caso em que x e y sdo estatisticamente independentes a expressdo anterior reduz-se a:
Fry (63) = Fx (%) £,(5) (6.44)

Considere-se por exemplo o caso de duas ondas sinusoidais desfasadas definidas por:
x(1) = x, sen ot (6.45)
y(t) = x, sen (ot +3) (6.46)

onde § é um desfasamento aleatério. Um instante #, arbitrario mas contido no intervalo
0<1,<2n/® € definido pela fun¢io de densidade de probabilidade:

fult) =5 (6.47)

a qual satisfaz obviamente a condi¢@o de normalizacdo:

[ fl,) dr =1 (6.48)

0

Por outro lado, sendo também o desfasamento definido como uma varidvel aleatdria
distribuida uniformemente no intervalo de 0 a 2m, a sua fungcdo de densidade de
probabilidade é dada por:

fr () =— (6.49)

Sendo t e dindependentes, a funcéo de densidade de probabilidade conjunta é dada por:
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Fon (1,8)= F(2,)- £ (8):4m—zdt0 para0<t <% ¢ 0<8<2m  (6.50)
' T ®

Jra (%,5) =fr (t,) - £4(8) =0 para outros valores (6.51)

O valor esperado do produto de x por y obtem-se substituindo (6.45), (6.46) e (6.50) na
expressao (6.41):

21/ ® 2m
E[xy] = L dt, L dd x; sen wt, sen(or, + ) (271:)2 o)
_ 2 @ ‘

=X, - I:n/m Sen((,l)to) dr . I:“ Sen((,l)t + 5) dd=0

O que resulta igual a zero pois:

Iozs%n(wt +d)dd=0

Considere-se agora o valor médio do produto dos quadrados que se obtém da mesma
forma:

21/ 2n
E[x2y2 = xg%nz . / sen’ (o, ) dtoj0 sen’ (o, + 8)dd =
® ez - (6.53a)
= xg4—nzjo seit (o)to)dt0 L= X34_Tt25
Neste caso obtem-se um valor diferente de zero:
2.2 Xy
E[xy*|=—" 6.53b
[¥y]=73 (6.53b)

6.4 6.4 Andlise de Correlacdo

Considere-se a populacdo dos pares de valores das varidveis aleatorias x e y. Estas
varidveis dizem-se correlacionadas quando hd uma relacdo funcional aproximadamente
linear entre elas.

Defina-se a origem dos eixos tal que E[x] = E[y] = 0. Neste caso,

y = mx (6.54)
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¢ uma recta que passa pela origem. Define-se o desvio entre o valor de y e o valor da recta
correspondente ao valor x que estd associado aquele y:

A=y—mx (6.55)
Aplicando agora a defini¢do da equagdo (6.41), a média dos quadrados dos desvios é:

E[AZ] = E[(y—mx)z] = E[y2]+m2E[x2] —2m E[xy] (6.56)

O minimo desta expressao verifica-se quando a derivada desta expressdo relativamente a m
¢ nula:

%E[&] =0 6.57)
o que implica que:
0=2m E[x] -2 E[xy] (6.582)
ou seja:
m= l;: [[3]] (6.58b)
Quando as médias das varidveis x e y sdo zero resulta que
ol =E[x’] e o} = E[y’] (6.59)

e subtituindo esta expressdo e a (6.58b) na (6.59) obtem-se:

v {M}L 6.60)

6, |o0,0,]0,

Quando as varidaveis ndo tem médias nulas, pode demonstrar-se que a expressdo anterior
toma antes a forma:
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(6.61)
y—my _ E[(x _mx)(y —my)] x—m,
o, 6,-0, C,
onde
El(x-m )|y —m,
Py = [( )( ‘ )] (6.62)
’ G, —C
X y
¢ o coeficiente de correlacdo, ou a covariincia normalizada.
Veja-se novamente o exemplo de duas ondas sinusoidais desfasadas dadas por:
x(t) = x, sen @t (6.63a)
y(t) =y, sen(ot + ¢) (6.63b)

Note-se que agora as amplitudes das ondas sao diferentes, contrariamente ao que acontecia
nas expressdes (6.45) e (6.46). Pretende-se calcular E[x(7,).(¢,)] onde #, é definido como

um ponto aleatério no intervalo [0,7] onde T € o periodo do movimento. Considera-se que
1, obedece a uma distribui¢ao uniforme:

®

1)) =— 6.64
fult) = (6.64)
Aplicando agora a definicdo (6.41), resulta em:
E[x(to) . y(to)] = J._ZXO ¥, - senx, . sen(t, +0) . £, (%) dt, = (6.65)
=X, Yo 22‘[02”/@ sen of,.sen(t, + 0) dt, =
T

= ® 2n/m( 2o, ‘ t ) dt, =
—xoyog0 sen”f, cosQ + sen wr, cos ®t, send| dt, =

o(w
=X —| —cos +0)=
°y°2n(2n ¢

1
=—X, Y, COS
P Yo o
O coeficiente de correlacdo que resulta da expressao (6.62) é:
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E
P, = [xy] =cos0 (6.66a)
© 0,0,
pois
-0, o, =20 (6.66b)

Dois sinais estdo perfeitamente correlacionados quando ¢ = 0° ou 180° ou seja quando cos
0 = %1 e sdo independentes quando ¢ = 90° ou 270° o que implica que cos ¢ = 0.

6.5 6.5 Fungdo de Autocorrelagcdo

A fung¢do de autocorrelagdo de um processo é uma funcdo do tempo. Num processo x(z) a
funcdo de autocorrelacido é definida como a média do produto x(¢) . x(t+7) onde T € um
desfasamento.

7

Um processo aleatério € estaciondrio quando as distribuicdes probabilistica e os
parametros estatisticos que os envolvem sdo independentes do tempo ¢ e dependem s6 do
desfasamento temporal T. Um processo ¢ homogéneo quando € estaciondrio no espago, isto
é, as propriedades sdo independentes da localiza¢do. Finalmente um processo estaciondrio
é ergddico quando as médias temporais sdo iguais as médias entre amostras.

Em processos ergddicos a autocorrelacdo pode ser determinada por médias feitas ao longo
do tempo ou das amostras. No primeiro caso sé depende de T:

R (t) = E [x(1).x(z + 7)) (6.67a)
mas como o processo € estacionario:

E x[(t)] =F [x(t + ’c)] =m (6.67b)
o.(t)=0’(t+1)=0" (6.67¢)

O coeficiente de correlagdo é:
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E[{x(t) - m}{x(t +7) - m}] (6.682)
p = =
G’
E[x( t+’l7] mE[x(t+’C] mE[x ]+m
p= = =
RX(T -m’
p=
o’
o que implica que
R(t)=0’p+m’ (6.68b)
ou
—o’+m’ <R (1) <o’ +m’ (6.68¢)
pois
-1<p<l1 (6.68d)
Quando o desfasamento T tende para zero,
[ ] E[¥] (6.69)

a funcdo de autocorrelacido tende para a média dos quadrados. No entanto, quando o
desfasamento tende para infinito o coeficiente de correlacdo tende para zero e:

R (o) =m’ (6.70)
Como num processo estaciondrio R, (t) depende s6 de T,
R(7) = E [x(t) x(t +7)| = E [x(t) x(t = 7)] = R,(~7) (6.71)

ou seja a fungdo de autocorrelacdo é uma funcdo par ou seja ¢ uma fung@o simétrica
relativamente a origem.
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b Ry (T)
Elx2)]=02+m2

Como exemplo de aplicacio considere-se a autocorrelacdo de uma onda quadrada de fase
arbitraria. Sendo a fase arbitraria #, serd uniformemente distribuido no intervalo entre O e
T. Logo,

T 1
R (1) = JO x(2,)-x(z, +r)?dt0 (6.72)
X(t)l} ?T | ?T 77'
] I~FT_ p(1y), 1
e T
[ 0 ;t
a -~
o ° T %
r (b)
(2) fo to+ 7T

Para integrar esta expressdo, ajusta-se a origem por forma a que ¢, = 0 e integra-se em dois
dominios da varidvel:

1 -1 1 17—
R(t)= —J'm a’ dt, +—J'T/2 —a’ dt, +—J'T a’ dt, +
T Jo T 1721 T2
. - (6.73)
+—| -a’dt, =a2(1—4—) para 0 <t < T/2
T3 T
Quando 7/2 < T< T tém-se:
_ 1 (p7-< ) 2, 37/2-1 2 T ) _
R.(t)= ?{J'O (-a?) ar, +J'T_Ta dt, +J'T/2 (—a)’ di,+ LT/Z_Ta dto} = o

=a2(—3+41j para ZS’CST
T 2
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Rx(f)
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6.6 6.6 Correlagdo Cruzada
A funcdo de correlagdo cruzada € definida entre dois processos aleatdrios estaciondrios:
R, (1) = E [x(t) y(t+7)] = E [x(t = 7) y(1)] = R,.(~7) (6.75a)
R, (1) = E [y(t) x(t+7)] = E [y(t =) x(t)] = R ,(-7) (6.75b)

Verifica-se aqui também que estas fungdes s@o pares devido aos processos serem
estaciondrios.

Dado que

P, = (6.76)
i c, 0,
as expressoes anteriores transformam-se em:
R (t)=0,0,p,(t)+m m, (6.77a)
R, (t)=0, 0, p,(1)+m, m, (6.77b)
ou seja a fungdo de correlagdo cruzada oscila entre dois limites:
—6,6,+mm <R <G G +mm, (6.78)
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Também neste caso se pode determinar os valores asimtdticos desta funcdo quando o
desfasamento tende para infinito:

LY (6.79)

Voltando ao exemplo de duas ondas sinusoidais vai determinar-se a funcio de correlacio
cruzada neste caso. Considere-se a onda:

x(t) = x, sen(wt + 6)
onde o desfasamento 0 esta distribuido uniformemente entre O e 27:

f(6)=1/2x, 0<6<2m

f(e)=0, noutros casos

Considere-se agora a outra onda que tem um desfasamento © constante, relativamente a
primeira:

y(t) =y, sen(wt +6 — ¢)
A funcdo de correlacdo cruzada é dada por:

R, (t) = E[x(r). y(t +7)] = E[x, y, sen(ot +8). sef{ot + 0t +6-0)| =

—J- X, ¥, sen(ot +0).sen(wt + @T+0 — (I))ide
27

Expandindo o seno da expressdo em:
sen(wt +0Tt+0-— (I)) = sen(t + 0) cos(wT — 0) + cos(wt + 0) sen(wT — 0)

e substituindo na expressao anterior é possivel resolver os integrais resultando em:

ny(’t) = %xo Yo cos((m: - q)) =0, 0, cos((m: — q))

R, (7)= %xo ¥, cos(@t—0) =G, G, cos(wT—0)
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Notando que os desvios padrdes sdao dados por:
6, =x,/v2 (6.862)
o, = yo/\/f (6.86b)
as funcdes de correlagdo normalizadas vém dados por:
P, (1) = cos(wt - ¢) (6.87a)

pyx(r) = cos(@t + ¢) (6.87b)
6.7 6.7 Andlise de Fourier

Uma funcio periddica no tempo pode ser representada por uma série do tipo:

- 2 2
x(t)=a, + Zak cos ikt +b, sennTkt (6.80)
k=1
onde os coeficientes da expansdo sdo dados por:
" 6.81
=— j o (6.81a)
- —jm UL (6.81b)
T/2
2
=—jm nk’ dt (6.81¢)
T/2

Estas expressoes resultam da ortogonalidade das funcdes trigonométricas: multiplicando
ambos os termos por cos 2 nt / T e integrando de -T/2 a T/2:

2 2
Lo 5
72 RLTINUERS ( 27 ktj anme T 689
:I a, co a, cos +bk sen cos =—a,
-7/2 -T2 % 2
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pois

=0 se n#k

COos

Jr/z 2T nt 2T kt
COS
-T/2 ]’ T

7/2 2T nt 2T kt
I COS COS
-7/2

=T/2 se n=k

cos sen =0

J-T/2 2T nt 2T kt
-T7/2 T T

T/2 2T nt 21 kt
I sen sen =0 se n#k
-T/2 T T
7/2 2T nt 27 kt
_[ sen——" sen =T/2 se n=k
-T2 T T

72
_[_m x(t) dt

7/2
=I_T/2a() dt =Ta,

Substituindo os coeficientes na série, resulta para o caso de g, = 0:

27 kt

+

x(1) = i{% .[_T/z x(t) cos 271:Tkt dt} cos
- | 2 72 27 kt 27 kt
+ Z{? .[_T/z x(t) sen . dt} sen T

Definindo 0, =2nk/T=Aw.keAw=2n/T,

>

{—‘” fi;

T

Aw 7/2

—_[ ) sen @, 7 dt ; sen ®,
T -

T/2

COS @, dt} cosm, t+

(6.832)

(6.83b)

(6.83¢)

(6.83d)

(6.83e)

(6.84)

(6.85)

(6.86)

Quando o periodo da fun¢do tende para infinito e se considera o caso continuo onde os A®
se transformam em d® e os somatdrios em integrais, a fungdo toma a forma de:
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x(1) = Md—w{rx(t) cos o dt}cos or +
o (6.87)
—{J. x(t) sen ot dt}sen wr
0 T o0

Definam-se agora as componentes da transformada de Fourier de x(¢):

1 ¢

Alw) = P _wx(t) cos ot dt (6.88a)
B(w) = 2l " x(t) sen ot dr (6.88b)
)

e substituam-se estas expressdes na anterior:
x(1) = 2_[: A(®) cos or do + 2_[: B(®) sen ot do (6.89)

obtém-se assim o integral de Fourier ou transformada inversa de Fourier, que permite
reproduzir a funcdo x(¢) a partir das componentes da transformada de Fourier.

Em muitas situagGes torna-se mais simples utilizar a forma complexa da transformada de
Fourier. Para se utilizar este tipo de varidveis recorde-se que:

€® =cosO+isenb (6.90)
e defina-se a transformada de Fourier também por um complexo:
X(0) = A(w)—i B(w) (6.91)

Recorrendo a estas expressdes ¢ facil ver-se que as transformadas de Fourier podem
representar-se por:

X(o) = i :x(t) (cos @t -i sen ot) dt = ijh—i x(t)e ™ dt (6.92)

No caso inverso nota-se que A(®) é uma fungdo simétrica e B(®) anti-simétrica:

Alw) = A(-0) (6.93a)
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B(o) = —B(-o) (6.93b)

Logo [A((D) cos (Dt] e [B(O)) sen (Dt] sdo ambas simétricas, o que implica que os integrais

entre —oo € oo s30 iguais ao dobro dos integrais entre 0 e oo.
x(t) = I_Z A((x)) cos ot do +I:° B(m) sen 0 d® (6.94)

Como [A(w) sen ox] e [B() cos wx| sao anti-simétricas, o integral entre —oo ¢ 0 & igual e

de sinal contririo ao integral entre 0 e oo pelo que o integral entre —oo € oo € igual a zero.

Logo pode-se somar estes integrais aos anteriores

x(1) = J.i A(®) cos ot do + J:m B(®) sen ot do+
+f A(®) sen ot do + f B(®) cos o do =

= Ijo {A((D) —i B((D)}{cos of +1 sen (Dt} do
resultando na simples expressao:
A1) = [ X(0) e do (6.95)

Para exemplificar a aplicacdo da transformada de Fourier, considere-se a funcao:

e, 120 (6.96)
As componentes de Fourier sao:
|-
Al®)=—1| e cos o dt
27 <0
1 eo
B(®)=—| e “sen ot dt
210

Integrando por partes em:
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J.O e cos ot dt =

1 Toe®
= [——e Y cos (Dt} —IO —e sen ot dt =

o o
1 >0 _
=———| —eMsenwtdt =
(04 o0 o
1 of 1 _ T
= ——|-= esent| —— | —e ¥ coswrdt=
o (04 o o0 o
1 O~ _
=———| —e ™ coswtdt
o o0 o

Daqui se deduz que:

2
® o 1
[1+—jj e cos ot dt = —
0 o

Analogamente se obtem o outro termo:

2 2

2
® o 0
(1+—Jj e sen of dt = —
o 0 o

e substituindo nas defini¢des resulta em:

1 o
Alw) = —
(©) 21 o + ?
1 (0]
Bl®)=———
(©) 21 o + @?

Daqui se deduz que a funcio x(#) é dada por:

1 ¢ o 1 ¢ ®
x(t) = — ———5 cos of do+—| ——— sen ©f dO
T o+ T o+

Note-se que na origem se obtém:



DINAMICA DO NAVIO

ou seja metade do valor real de x naquela descontinuidade.

Utilizando agora a representacio complexa,

1 = i I op= +i
x((o) =— [ e e®dt=— | e lg =
2T 90 21 Y0

L] (L) (e
2| o +io o 2m\o+ie/ 2n\a’ +o’

6.8 6.8 Fungdo de Densidade Espectral

A variacdo temporal de um processo estocdstico ndo pode ser representada por uma série
de Fourier porque nao se verifica a condi¢do:

ji|x(t)| dt < oo (6.96)

o que impede a obtencdo de valores finitos para os integrais de Fourier. No entanto a
funcdo de autocorrelagdo tende para zero quando T — oo e também dé informag¢ao quanto
ao conteido de frequéncia do processo. A transformada de Fourier da funcdo de
autocorrelacdo € definida como sendo a fun¢do de densidade espectral que é dada por:

1 = .
S (o) = el R (t)e ™ dt (6.97)

onde a funcdo de autocorrelacdo € a transformada inversa:

R (1) =[S, (0)c"dw (6.98)

No limite quando o desfasamento tende para zero a fungdo de autocorrelagdo € igual ao
valor esperado dos quadrados do processo:

R(t=0)=E[x’]= [ 5,(0)do (6.99)
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ou seja, o valor médio dos quadrados de um processo estocdstico ¢ dado pela drea sob a
funcdo densidade espectral. Num processo de média zero esta grandeza serd a variancia.

Na representag@o complexa tem-se:

S.(0) = A(0)-i B(o) (6.100)
onde
A(®) = = [ R (1) cos o1 dt (6.101a)
27 Y=
B(0) = — [~ R.(x) sen o dt (6.101b)
27 7

No entanto, Rx(’c) ¢ uma fungdo simétrica relativamente a T e sen @t ¢ anti-simétrica, logo
[RX(‘C) sen (mt] ¢é anti-simétrica e o integral desta func@o entre -0 e O é igual e de sinal

contrario ao integral entre 0 e +c pelo que o integral entre -0 e +co vem igual a zero. Por
isso B(m) serd sempre igual a zero e a fun¢do de densidade espectral € sempre real:

S ()= A(w) (6.102)

Para além disso S (®) tem também propriedades que decorrem da fungdo de

autocorrelacdo isto € uma fung@o simétrica e ndo-negativa.

A funcdo de densidade espectral cruzada € a generalizacdo deste conceito ao caso de duas
varidveis. Define-se como a transformada de Fourier da fun¢ado de correlagdo cruzada:

< S (0).5,(0) (6.103)

Pode demonstrar-se que o quadrado da funcdo de densidade espectral cruzada é sempre
inferior ao produto das funcdes de densidade espectral de cada varidvel:

S, (w) = i :RX},(’C) e "dr (6.104)

A relacdo entre estas fun¢des depende do grau de correlacdo que existe entre 0s processos,
o qual é medido pela funcao de coeréncia:
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P (@) =— 5 (6.105)
Daqui se deduz que a funcdo de densidade espectral cruzada se pode representar por:
S, (@) =p,(®).5, () (6.106)

Considere-se o exemplo de determinar a média dos quadrados e a autocorrelagdo de um
processo com densidade espectral indicada na figura:

S (@
(O]

O] - 0)1 0)1 (,l)2

E[x’]=[ s (0)do=25, (0, -o,) (6.107)
R (1) = J: S (o) " do = J: S (@) cos ot do =

=2["'s, coswr =2 s{lsen (m} = (6.108)

+o, T o,

_25% (sen ®,T—sen ©,1) = 45, .cos(m' * (02) 1:.sen(002 —0)1) T
T T 2 2

Quando o limite inferior do espectro € igual a zero ((n, = O), o espectro é constante e diz-

se que representa o ruido branco. Nesta situacdo, o sinal contém todas as componentes da
frequéncia e a expressdo anterior transforma-se em:

(6.109)

Como se viu anteriormente, os espectros podem ser caracterizados por pardmetros
denominados momentos do espectro:

m, = [ 0" 5 (0)do (6.110)
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Em particular o momento de ordem zero € a variancia do processo:
1y :J.:SX(OJ) d(,o:J.:x> 32 f(x) dx:E[xZ]sz(()) 6.111)

A partir das definicdes dos momentos espectrais é possivel definir vérios periodos
caracteristicos do processo. O periodo médio é definido por:

7 =210 (6.112)

m

O periodo médio dos zeros ascendente é dado por:

T,=2m |0 (6.113)
m,

O periodo médio entre picos é:
T,=2m |12 (6.114)

Os vdrios periodos sdo normalmente diferentes e a relagc@o entre elas depende do contetdo
de frequéncia do sinal o qual se pode medir pela largura de banda:

, 2 2/2
e=l1-—" | —|i1-|% (6.115)
my my T,

Os momentos de ordens trés e quatro do processo ddo importantes informagdes

relativamente a simetria e ao achatamento da func@o de densidade de probabilidade.
Normalmente utiliza-se em vez daqueles momentos o coeficiente de simetria:

32
y= (ﬂj (6.116)
1y
€ o coeficiente de achatamento:
p="4 (6.117)
m,

Por exemplo, no caso de uma distribui¢ao normal y=0 e B=3.
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7. REPRESENTACAO DA SUPERFICIE DO MAR

Uma fotografia aérea da superficie do mar quando este estd agitado mostra a irregularidade
da elevacdo da superficie em qualquer direccio que se considere. Esta forma irregular da
elevacdo da superficie do mar pode ser obtida através da sobreposicdo de vdrias ondas
sinusoidais de diferentes frequéncias e fases. Vai-se comecar por estudar as caracteristicas
de cada uma destas componentes.

7.1 Elevagdo da Superficie do Mar

Considere-se uma onda sinusoidal que se propaga numa direc¢do que ndo coincide
necessariamente com os eixos x e y definidos no plano da superficie média das dguas do
mar. Denominando por 6 o angulo entre o eixo x e a direc¢do de propagagdo das ondas, a
altura da superficie do mar denominada por Z no ponto de coordenadas xy e o tempo ¢ é
dada pela equacido:

Z(x, y,t) = a cos (kx cos ©+ky sen 0 - o +€) (7.1)

7

onde a é amplitude da onda, k é o nimero de onda, o qual é igual 2n/A onde A o

comprimento da onda, ® é a frequéncia circular que € igual a 27 fem que f'é a frequéncia €
€ o angulo de fase.

Os eixos coordenados podem ser escolhidos por forma a que o eixo do x coincida com a
direc¢io de propagagdo da onda. Neste caso a expressdo (1) simplifica-se para:

Z(x,t) = a cos(kx— ot +€) (7.2)

Numa onda de superficie hd uma relacdo fixa entre o nimero de onda k e a frequéncia f que
¢é dada por:

0’ =471 f* = gk tanh kh (7.3)
onde h € a profundidade da dgua.

Esta equacdo que € denominada a relacdo de dispersdo € a que resulta da aplicacdo da
condicdo de fronteira na superficie da dgua quando se resolve o problema do escoamento
potencial associado a uma onda de superficie. Pode reescrever-se esta equagdo de forma a
dar directamente o comprimento de onda em fung¢do de o periodo da onda T

A= &7 a2 (7.4)
27 A
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Esta equacdo transcendente permite-nos obter o valor do comprimento da onda dado a
profundidade da dgua e o periodo da onda. No entanto a resolucdo desta equacdo tem que
ser obtida numericamente através de um processo iterativo. Esta onda elementar que foi
deduzida a partir da teoria potencial das ondas e que € valida para pequenas amplitudes
propaga-se livremente sem interac¢des com outras componentes das ondas. Ao propagar-se
esta onda transporta uma energia E por unidade de superficie que € igual a:

E=—va (7.5)

onde 7y é o peso especifico ou o peso volimico da dgua e a serd a amplitude da onda.

Dai a interpertacio de que a elevacdo da superficie do mar ndao é mais do que uma
sobreposi¢do linear de ondas progressivas € uma hipdtese cuja verificacdo tem sido
apoiada nos resultados das medicdes que se tém vindo a fazer. Para além disso, esta
hipétese também tem sido verificada do ponto de vista tedrico pois € possivel reproduzir as
medigdes da elevacdo da superficie do mar através do processo de sobreposi¢ido de
componentes sinusoidais. Assim pode-se representar a superficie do mar de uma forma
genérica variando no espaco e no tempo pela sobreposicdo de expressdes do tipo de
expressao (1) ou seja:

= 7.6
Z(x,y,t) = Za cos(k,x cos 0, +k, y sen 0, — ot +¢;) 70

i=1

Esta expressdo que foi proposta por Longuett-Higgins em 1957, faz corresponder o indice i
a cada onda que se propaga numa dada direc¢do com uma dada frequéncia.

Esta equacdo baseia-se em quatro condigdes:

1. As frequéncias A® tém que estar densamente distribuidas entre 0 e o, de forma a que
em cada intervalo , exista um nimero infinito de frequéncias ,.

2. As direcgdes 0, também tém que ser distribuidas densamente entre -T e +7, por
forma a que num intervalo A, exista um nimero infinito de ondas com direc¢des 6,.

3. Os angulos de fase, €, t€m de ser distribuidos aleatoriamente e uniformemente entre
0e2m.

Finalmente, embora se considerem ondas de alturas infinitésimais, a soma dos quadrados
das suas amplitudes t€ém que ser um valor infinito. Isto é:
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f+Af 0+A0

> % a’ = S(0,8) do do (7.7)

Nesta expressdo, a funcido S(m, 0) € a funcio de densidade espectral direccional, ou seja € o
espectro direccional das ondas. Comparando esta expressdo com a equagao (5), vé-se que a
menos do factor 7y esta funcdo de densidade espectral estd relacionada com a energia do
sistema de ondas, e indica a forma como esta energia se distribui relativamente a
frequéncia e a direccdo da onda.

A equagdo (6) representa a elevacdo da superficie do mar numa drea definida pelas
coordenadas x e y. Quando se pretende obter o perfil da elevacido da superficie das ondas,
em funcdo do tempo num ponto fixo no mar, tal como acontece num registo de um
medidor de ondas, o perfil da onda é dado por:

Z(t) = iai cos(w,ri+¢;) (7.8)

i=1

Neste caso, as amplitudes e os dngulos de fase tém significados diferentes daqueles que
estdo associados com a equacdo (6). Neste ultimo caso, todas as ondas que tém a mesma
frequéncia, embora se propaguem em direc¢des diferentes, sdo formadas e representadas
com uma mesma frequéncia na expressdao (8). Ou seja, nesta dltima expressdo cada
componente ndo representa uma realidade fisica, mas sim € o resultado de sobreposicdo de
varias ondas. Mesmo assim, é possivel somar os quadrados das amplitudes das ondas, num
dado intervalo , obtendo um valor finito, a que se dd o nome de espectro de frequéncia ou
espectro de variancia da onda.

—a} = S(0) do (7.9)

7.2 Modelo Estocdstico da Elevacdo da Superficie do Mar

A representacdo da elevacdo da superficie do mar que foi dada na sec¢do anterior baseia-se
nos conceitos da sobreposi¢do de componentes sinusoidais e da andlise de Fourrier para a
determinagdo dos coeficientes da série. Pode demonstrar-se que aquela representacdo € a
que resulta da aplicacdo de um modelo estocéstico a descri¢do da elevacdo da superficie do
mar.

Considere-se um estado do mar e considere-se que era possivel obter uma série de registros
da elevacido da superficie da onda em vdrios locais produzindo os registos Z indicados em:

Z(t)={Z(t), Z,(), ... Z(1). ...} (7.10)
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Se este processo estocdstico for estaciondrio, isto quer dizer que as propriedades
estocdsticas como sejam a média e a variancia sdo independentes do tempo. Neste caso a
média e a fun¢do de autocorrelagcdo seriam dadas por:

M, = E[Z(1)] = E[Z(0)] = lim % 22[.0) (7.11)

R, = E[2(1+7) Z(1)] = lim % S 2(i+7)2() (712)
O processo cujas estatisticas sejam independentes do tempo como estd implicito nas
expressoes (7.11) e (7.12), € um processo fracamente estaciondrio. No entanto, se a funcio
densidade de probabilidade de Z for normal, aquelas duas expressdes sdo condi¢des
suficientes para tornar o processo estaciondrio no sentido restrito e neste caso todas as
outras estatisticas do processo sdo também estaciondrias.

A condicdo da estacionaridade foi imposta relativamente a varidvel tempo. Quando a
varidvel independente € a coordenada espacial, o processo denomina-se homogéneo.

A elevacdo da superficie do mar € representada por um processo ergodigo, o que implica
que as estatisticas feitas ao longo do tempo para um registro especifico sejam iguais a
média que se obtenha do conjunto dos registos. Note-se que um processo estocdstico
ergddigo € sempre estaciondrio mas o contrdrio nio € necessariamente verdadeiro.

Se a funcdo densidade de probabilidade da elevacdo da onda se descrever por uma
distribuicdo normal, e se o processo ndo contiver fungdes periddicas, entdo o processo
estocdstico tem a propriedade de ser ergddigo. Para este processo qualquer estatistica do
perfil da onda pode ser obtida ficando a média no tempo de um registo da elevacdo da
superficie do mar. De facto, os procedimentos normais para se obter o espectro das ondas a
partir dos registos baseiam-se nestas hipéteses.

A condi¢do de que a elevacdo da superficie do mar seja um processo Gaussiano, implica
que a probabilidade de o perfil da onda ter uma altura Z, seja dada por:

(7.13)

na qual 6, é a variancia do processo a qual se obtém por uma média temporal dos registos.

Estas trés condi¢des em que se baseiam a representacdo estocdstica da elevagcdo da
superficie do mar ndo foram ainda verificadas rigorosamente. Primeiro torna-se impossivel
coligir um verdadeiro conjunto de registos de ondas no mesmo estado do mar numa grande
multiplicidade de posicdes. Em segundo lugar sabe-se que o processo fisico de geragao das
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ondas envolve diferentes fases em que as ondas estdo a ser geradas crescem, e depois
diminuem de intensidade. Portanto, a hipdtese de estacionaridade das propriedades sé
poderé ser valida em periodo de tempo relativamente curtos.

O que implica que esta hipétese serd aplicavel a duracdes da ordem dos minutos.

Finalmente a hipétese de que a elevagao das ondas segue uma distribui¢cdo normal, embora
aplicdvel em muitos casos sabe-se que ndo é verdadeira pelo menos para ondas de grande
amplitude e para ondas em 4guas pouco profundas. Neste caso, a altura das cristas é
diferente da das cavas e a distribuicdo deixa de ser simétrica como implica a distribuicao
normal. No entanto, esta hip6tese do processo ser Gaussiano é fundamental para se poder
decompdr a superficie irregular num nidmero infinito de componentes que sejam
sobrepostas linearmente.

Por isso, esta hipdtese é normalmente feita e na realidade € aplicdvel a uma grande maioria
das situacdes. Na andlise de um processo que € estaciondrio e que para além disso é
ergddigo pode sempre transformar-se o processo real num outro em que o valor médio seja
igual a zero, subtraindo o valor real da média. Em zonas costeiras, perto dos estudrios de
rios que sdo afectados pelas marés, este cuidado do ajustamento do valor médio tera
sempre que existir. No entanto em mar alto € um problema de menor importancia.

6l = E[(z —mz)z] = R, (1) cos ot dt (7.14)

Adoptando a representacdo da elevacdo da superficie do mar por um modelo de um
processo estocdstico de média zero, este processo fica totalmente descrito com o valor da
variancia. A varidncia € igual ao valor limite da funcdo de autocorrelacdo (7.12), na
situacdo limite do intervalo ser igual a zero. A funcdo de densidade espectral pode obter-
se da funcao de autocorrelagdo através do integral:

S(@) = 4], R, (1) cos o dt (7.15)
onde |Rz(t)| é finito

As equacdes de Wiener-Khintchine permitem-se obter a fung@o de autocorrelacio a partir
da funcdo de densidade spectral como:

R,(1) = [ "S(0) cos o do (7.16)

Substituindo a expressdo (7.8) na (7.12), obtém-se a funcio de autocorrelacdo da elevacio
da superficie do mar dada por:
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T—o

R,(7) = lim % J: i i a; a; cod|,(t +1)+E,] cos[mjt+ Ej] dr =
j=1 i=1
= ;13}0 % : ,Z.—O:‘ ,Z:: a; a; [cos(mit+ E) cos(oajt + Ej) Ccos @, T — 317
—sen(o;t + E,) cos((;)jt + Ej) sen (oi’t] dt =
= liaﬁ cos ®, T
i=1

Nesta equacdo fez-se uso das propriedades de ortogonalidade das funcdes trigonométricas
para se obter o resultado final. Substituindo agora esta expressdo na expressdo (7.15)
obtem-se a expressdo da funcdo de densidade espectral:

» (7.18)
S(w) =2 IO > a} cos(o, T) cos(wr) dt =

= gaff [cos((x)n +0)t+cos(®, + 0))17] dt

Esta expressdo tem um integral que é dado por duas fung¢des de O (didiraque) nas
frequéncias ®, = .

Tomando s6 a solugdo em que a funcdo de & € igual a uma frequéncia positiva fica-se
restringido aos valores positivos da frequéncia. Neste caso a funcido de densidade espectral
serd dada por:

) (7.19)

S(w)=> % a 8o, — 0]

i=1

Nesta equagdo a fungéo de 8 pode ser aproximada por 1/d® para as frequéncias entre f e
J+dwsendo zero no dominio exterior. Neste caso a expressao anterior reduz-se a:

1 w+do 1 (720)

Esta expressdo que agora se obteve estd ligada a expressdo (7.9), que se tinha obtido na
seccdo anterior. Este método de obter a funcdo densidade espectral a partir da fungdo de
autocorrelacdo é na realidade um dos métodos que se utilizam na pratica para determinar o
espectro das ondas a partir dos registos dos ondégrafos.
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7.3 Simulacdo Numérica do Mar Agitado

Nas duas seccdes anteriores estudou-se a forma como a superficie do mar agitado se pode
representar de uma forma resumida através do espectro. Descreveu-se ainda como € que a
partir da representacdo da elevacdo da superficie do mar se obteve o espectro.

Interessa agora verificar como se pode proceder da forma inversa, ou seja, a partir do
conhecimento do espectro da ondulagdo como se pode obter a forma da superficie do mar
agitado.

A equagdo fundamental para a simulagdo é:

N M
Z(x,y,t) = z Z a; cos(kl.x cos0;+k; ysen6, _031“'31]') (7.21)

i=1 j=1

a qual representa o somatério de N componentes direccionais e de M componentes ao
longo da frequéncia. Nesta expressao as amplitudes a; sdo dadas por:

al =25,(0,0,) Ao, A8, (7.22)

4

onde Aw, representa a banda da frequéncia centrada na frequencia ®; e AB; representa a

largura da banda para a direc¢do j da ondula¢do. E importante notar que esta expressio que
representa a elevacdo da superficie do mar poderia também representar qualquer outra das
propriedades que lhe estdo associadas, tais como a velocidade ou aceleracdo das particulas.
Para isso bastaria que o espectro da equacido (7.22) fosse o espectro correspondente.

Quando se pretende simular as propriedades da onda num ponto do espaco fixo é mais
econdmico do ponto vista computacional utilizar uma expressao:

tlx y i cos m—q) ) (7.23)

a qual contém um tnico somatdrio ao longo do tempo. Nesta expressio os coeficientes sdo:
A=,\B+C (7.24)

“(c./B) (7.25)
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onde os coeficientes B, e C, resultam do somatorio ao longo das vdrias direc¢des que estdo
a ser consideradas:

M
B = Z% cos(kix cos O, +k,ysen, + Sij) (7.26)

j=1

M
C = Zaij sen(kix cos O, +k, ysen®, + Sij) (7.277)

J=1

7

Normalmente nas simulacdes, o intervalo de tempo que se utiliza € constante, o que
implica que, o instante ¢, = i. At.

Nesta situagdo € possivel reduzir bastante o tempo de computacio, utilizando por exemplo
as seguintes relacdes recursivas:

cos (n+1) © = cos nB cos 6 — sen 16 sen O (7.28)
sen(n+1) © = sen n6 cosd + cos n6 send (7.29)

Desta forma diminui-se significativamente o nimero de vezes que as equacgdes sen € cos
tém que ser avaliadas. Como guia para uma simulagdo, € de ter em conta que o nimero de
componentes direccionais deverd ser superior a trinta enquanto que o ndmero de
componentes da frequéncia deve ser maior do que cinquenta talvez mais perto das
duzentas.

E preciso ter algum cuidado na escolha das frequéncias ®, as quais devem ser escolhidas

por forma a ndo ter harménicas. um exemplo tipico € um conjunto de frequéncias com um
incremento constante. neste caso o perfil das ondas repete-se com um periodo igual a duas
vezes o nimero de pontos. Angulo de fase €; € um angulo aleatério mas uniformemente

distribuido no dominio entre 0 e 27.

E possivel simular um perfil de uma onda irregular unidimensional utilizando o mesmo
principio. Neste caso a equacdo sera:

N (7.30)
Z(t) = Zai cos((;),.t — 8,-)

O caso da equacdo (7.23), € possivel demonstrar que a amplitude A, segue a distribui¢cdo
x* com dois graus de liberdade. Assim na equacdo (7.30) a amplitude em (...q,...) deveria
de tomar o valor de.
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a’ = S(w,)xAo, (7.31)

No entanto se ndo houver interesse em simular a variacdo estatistica do perfil das ondas,
entiio a distribui¢io de x* pode ser substituida pelo seu valor esperado: Ou seja:

E[x]=2 (7.32)
7.4 Modelos Teoricos de Espectros de Vagas

No final dos anos '50 e inicio dos anos '60 desenvolveu-se muito trabalho de andlise de
registos de ondulagdo e de determinacdo dos espectros de ondas. Nessa altura verificou-se
que o espectro das ondas tinha uma forma constante pelo que vdrios autores propuseram
diferentes expressdes que representassem esse espectro.

Phillips em 1958 desenvolveu uma teoria que explicou a forma da cauda do espectro de um
sistema de ondas completamente desenvolvido. As suas consideracdes basearam-se na
andlise do fendmeno fisico e da energia que se dissipa pelo quebrar das ondas, a qual
representa o limite superior do espectro de energia. A partir destas consideracdes, Phillips
sugeriu que a cauda do espectro varia proporcionalmente a poténcia -5 da frequéncia, isto
é:

S(w)=0g’> ®” (7.33)

onde a constante o se passou a denominar a constante Phillips e g € a acelaragdo da
gravidade. Varios outros modelos foram propostos, muitos dos quais hoje em dia nio tém
mais do que um valor histérico. De qualquer forma, embora se tenha chegado a conclusio
que nem todos eles sdo igualmente aplicdveis, € conveniente apresentar uma breve
panoramica de todos os modelos que foram sendo propostos para que se possa situar na
literatura a relacdo entre os varios modelos.

Grande parte dos modelos que foram propostos segue uma formula geral que é dada por:
S(®) = Bo™ exp(-Co™) (7.34)

onde b, ¢, p e g sdo 4 parametros do espectro. Os modelos propostos estudam os valores
para os parametros p e ¢, ficando o espectro uma funcio de 2 pardmetros. Normalmente
descreve-se o estado do mar pela altura significativa das ondas, H, e por um periodo

médio das ondas 7. Estes 2 pardmetros podem-se obter a partir dos momentos do espectro.
O momento indice n do espectro € dada por:
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m, = j:m“ S(0) do

e a altura significativa € dada por:

H, =4 m,

enquanto que o periodo médio das ondas se obtém da:

Ty =21 my/m

(7.35)

(7.36)

(7.37)

Pode demonstrar-se que a frequéncia do pico espectral, ou seja, a frequéncia onde o

espectro tem a maior ordenada é dada por:

(7.38)

Também se demonstra que o momento de ordem zero do espectro € dado por:

C(p—l)/q

= B =1/d]
q

(7.39)

onde I" é funcdo de y. Determinando também o primeiro momento por integragdo e
substituindo-o bem como a expressdo (7.39) nas expressdes (7.36 e 7.37) é possivel dai
tirar as expressoes para as constantes b e c, as quais sendo subtituidas na forma geral a

equagdo 7.34, conduzem a:

mP

—p-1
S(w) = S BN H’ exp{—Ap(z

_ -
16r(p1) @
q

onde:
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O primeiro modelo tedrico de espectro foi proposto por Neumann em 1953, com a seguinte
forma:

S(@) = Bo™ exp|2¢*/(0U,) | (7.42)

onde U, representa a velocidade do vento e B € uma constante dimensional. Neste
espectro a frequéncia de pico € dada por:

28
W=7 — 7.43
=30 (7.43)
e a altura significativa é dada por:
5
Ll B(U“’J (7.44)
V2 \2g

Destas duas expressoes pode-se obter o valor de B e U, em fun¢do de H e ®,, 0o que
substituido na expressao do espectro de Neumann, equagdo (7.42), vai dar:

5 )
S(0) = 1466H> 20 expl—{gj } (7.45)
(O] (O]

que depende dos dois pardmetros do estado do mar.

Podia-se ter partido da forma geral do modelo espectral, ou seja, da equagdo (7.40) e
fazendo p=6 e g=2 obtem-se a expressdo do espectro agora em termos de H_ e do periodo
médio:

-5 -2
S(w) =039 H> 2 exp{—l.767(2) } (7.46)
(0] ()]

Comparando estas duas expressdes, obtem-se a expressdo entre o periodo de pico e do
periodo médio:

w,=0.767® (7.47)
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Bretschneider em 1959 propds uma outra forma do espectro:

5

4 4
S(®) = 001687 H2 25 ¢ 0. /) (7.48)
()]

a qual é fungdo do periodo significativo das ondas, que se define como o periodo médio
das alturas significativas, isto é do terco das ondas de maior elevagdo. E possivel mostrar
que no espectro de Bretschneider a relacdo entre o periodo significativo e o periodo de
pico é:

T = 0.946T, (7.49)

Em 1964 Pierson e Moskowitz proposeram uma férmula que veio a ganhar aceitacdo
universal para a descricdo do estado do mar desenvolvido. Atinge-se um estado do mar
desenvolvido quando o vento actua numa dada superficie do mar, numa duragao infinita e
com fetch também infinito, levando a saturacdo do fenémeno de transmissao de energia do
vento para o mar e o sistema de ondas fica em equilibrio. Neste caso basta um unico
parametro para descrever o estado do mar. O espectro de Pierson-Moskowitz é dado por:

4
S(0) = og” ©~ exp —0.74("’(]“’) (7.50)
g

onde o0 =0.0081 e U, € a velocidade do vento. Uma forma alternativa de representar este
espectro, agora em termos de frequéncia de pico é:

S(0) = 0g> o exp[—l.zs(m/mo)“‘] (7.51)

Pode demonstrar-se que a constante o ¢ dada por:

(7.52)

onde ¢* é varidncia da elevacio da superficie do mar. Substituindo esta expressdo na
equacdo (7.50), obtem-se a forma alternativa do espectro de Pierson-Moskowitz:

=5
S(0) = 562 % exp|-125(w/0,)”] (7.53)

0
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Pode também demonstrar-se que a relacdo entre a frequéncia de pico e a altura
significativa é dada por:

o2 =0.161 g/H. (7.54)

A frequéncia média dos zeros ascendentes € definida como:

o =21 ™ (7.55)
m,

Calculando o segundo momento do espectro, e avaliando a equacdo (7.55), pode
demonstrar-se que a frequéncia média dos zeros ascendentes se relaciona com a frequéncia
de pico através de:

®; =0.710w, (7.56)

O International Ship Structures Congress (ISSC), que se reuniu em 1964, veio a propor
uma ligeira alteracdo ao espectro de Pierson-Moskowitz, que ficou definido por:

L, N
S(w) = 01107 B2 Zs #27(00) (7.57)
()]

o qual € dado em funcdo do espectro médio definido a partir do momento de ordem zero e
ordem um do espectro. Relagdo entre a frequéncia de pico e a frequéncia média para um
espectro ISSC ¢ entdo:

® = 1.2960, (7.58)

Este espectro foi definido em fun¢do do periodo médio e ndo em funcdo de periodo de pico
ou do periodo dos zeros ascendentes, porque os dados existentes de compilactes
estatisticas de ondulacdo, baseavam-se em observagdes visuais na altura da onda e do
periodo médio. As comparacdes entre as observacdes visuais e as medi¢des permitiu
correlacionar a altura significativa das ondas com a altura observada. Por outro lado o
periodo que se observava visualmente concluiu-se ser aproximadamente egual ao periodo
médio que se obtém a partir dos momentos de ordem zero e de ordem um.

Dois anos mais tarde a International Towing Tank Conference (ITTC) reuniu-se e propos
ainda uma forma diferente para o espectro Pierson-Moskowitz, que era dado em funcdo do
periodo médio dos zeros acendentes. Note-se o espectro de Bretschneider e o espectro
Pierson-Moskowitz, bem como qualquer uma das parametriza¢des propostas pelo ISSC ou
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pelo ITTC, se podem reduzir a expressdo geral equacdo (7.34) onde os expoentes sdo p=5
e g=4.

Fundamentalmente as expresssdes diferem pela expressdao do periodo médio que fazem
referéncia. Comparando os espectros de Bretschneider com Pierson-Moskowitz, bem como
as suas duas parametrizagdes propostas pelo ISSC e pelo ITTC verifica-se que todos eles
se resumem a formula geral do espectro que € a equagdo (7.34), com o pardmetro p=5,
conforme proposto por Phillips, e com o parametro g=4. Todos estes espectros descrevem
estados dos do mar completamente desenvolvidos.

Em 1973 uma grande equipa de varios paises estudou o espectro de estados do mar em
desenvolvimento e veio a propor uma formula conhecida por JONSWAP, a qual ndo é
mais do que uma modificagdo do espectro de Pierson-Moskowitz, que € afectado por um
factor que o torna mais concentrado junto ao pico. O espectro de JONSWAP tem cinco
parametros, e ¢ dado por:

267 0}

(“’_0’0)2}

S(w)=0g’ ®~ exp[—l.25(co/coo)_4]yexp{ (7.59)

onde y¢é o parametro de pico, ¢ é o parametros de forma que toma dois valores consoante
se estd para um lado ou para outro do periodo de pico:

6, =0.07 (7.59a)
6, =0.09 (7.59b)

Quando y=1 a expressdo do espectro de JONSWAP reduz-se ao espectro de Pierson-
Moskowitz. A andlise dos espectros em diferentes graus de desenvolvimento, mostrou que
o valor que o pardmetro pico toma estd relacionado com o grau de desenvolvimento do
espectro. Denominando o fetch ou seja a distancia ao longo da qual o vento se faz sentir
por X, € possivel relacionar o periodo de pico através da expressao:

o, =2n[g/U, X,]"” (7.60)
onde:
X,=gX/U? (7.61)
O a utilizado na expressao (7.58) é dado por:
o =0076(X,) " (7.62)
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o qual tem como limite superior o valor 0.0081 que corresponde a um espectro
completamente desenvolvido, ou seja ao espectro de Pierson-Moskowitz. Infelizmente ndo
¢ possivel determinar de forma analitica os momentos do espectro de JONSWAP, pelo que
ndo se pode relacionar os parametros também por uma forma analitica. Estudos niimericos
levaram a duas expressdes aproximadas que relacionam a altura significativa e o periodo
de pico respectivamente com o parametro de pico Y e com o periodo médio dos zeros
ascendentes:

H, = (0.11661+ 001581y — 000065y’ )7, (7.63)

T, = (1.49- 0102y - 00142y — 0.00079y*) 7, (7.64)

Quando )=1 estas duas expressdes dao respectivamente:

H =0.1317 T (7.65)
T,=1.4014 T (7.66)

0 que representa, relativamente ao espectro de Pierson-Moskowitz, um erro menor do que
1% para altura significativa e 0,1% para o periodo de zeros ascendentes. Uma outra
proposta para o espectro em fun¢@o da altura significativa e frequéncia de pico foi
avancada por Goda em 1979:

=5 254202
S, =o*H S exp[-l.zs(co/coo)*4]Y“P[’““*‘”o) (2v°a}) (7.67)
®

0
onde:

- 00624
0230+ 0.0336y - 0.185(19 + )"

a*

(7.68)

note-se que também expressao se reduz ao espectro de Pierson Moskowitz quando o y = 1-
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