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Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de

respostas, o nimero do item ¢ a letra que identifica a opgéo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificagdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo ¢ pedida aproximacao, apresente

sempre o valor exato.

Na figura, esta representado, num referencial o.n. Oxyz, o
cubo [ABCDEFGH|.

Sabe-se que:

e oponto 4 tem coordenadas (3,1,-4);
e [BGFC] éa face do cubo contida no plano
L:2x+3y+6z=34.

1.1. Escreva uma equagao vetorial da reta AB .

1.2. Determine as coordenadas do ponto B.

A acidez de uma substancia ¢ medida pelo valor do seu pH, que ¢ dado pala formula:

pH =-log [H *] onde H' representa a concentragao de ides de hidrogénio, medida em

moles por litro.

Se o pH do sangue for 7,4 entdo, o valor mais préximo da concentragdo de ides (em mol/L) é:

(A)  3,98x10°° B) 6,11x10™" (C) 2,5x10’ D) 1,6x10°

Sendo a=2log,k e b=1log,k, keR, entdo 9" x3™" ¢&igual a:
A b B) «a © k D) &

Considere os quadrados representados na figura. Cada quadrado a partir do

segundo tem menos 2 milimetros de lado que o quadrado anterior. O maior

quadrado tem 10 cm de lado. [=]

4.1. Determine o comprimento do lado do oitavo quadrado.

4.2. Qual ¢ o valor da soma dos perimetros dos 20 primeiros quadrados?
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Considere a fungdo f, de dominio R\ {0} , definida por:

5.1.

5.2.

5.3.

cos(x—m)+1

flx)= In(x +xl)

X

se x<0

se x>0

Determine as assintotas ao grafico de f , paralelas aos eixos coordenados.

Resolva, no intervalo [—271,0 [ , a equacio f( x) — @ '
X

Resolva, em R*, a condigdo x f'(x)=In*(x+1).

Seja g a funcdo de dominio [0,%[ definida por g(x) = sin’ (2x) .

Mostre que g'(x)=3sin(2x)sin(4x) e em seguida estude a fungdo g quanto 4 monotonia e quanto

a existéncia de extremos relativos.

Considere a fungdo A definida em R* por A(x)=Inx’*—In’x.

7.1.

7.2.

7.3.

Mostre que: Ix e}l, e[ : 4h(x) =X
e

Determine uma equagdo da reta tangente ao grafico de /# no ponto de abcissa 1.

Na figura esta representada, num referencial xOy ,

VA
parte do grafico da fun¢do 4 bem como o retingulo D C

[4BCD].

Sabe-se que:

e ospontos 4 e B pertencem ao eixo Ox ;

=V

e ospontos C e D pertencem ao grafico de £

. AB=1
Determine, recorrendo a calculadora grafica, a abcissa do ponto A4 que se sabe pertencer ao

intervalo ]O s 4[ .

Apresente o valor obtido arredondado as centésimas.

Na sua resposta deve:
e apresentar a equacdo que lhe permite resolver o problema;

e reproduzir o grafico da funcao ou os graficos das fungdes que tiver necessidade de

visualizar na calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial;
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8. Um saco contém seis bolas, sendo trés brancas e trés pretas, indistinguiveis ao tato.
8.1. A Ana e o Pedro tiram alternadamente e ao acaso uma bola do saco até que saia
uma bola branca.
As bolas extraidas ndo sdo repostas no saco.
Quem tirar uma bola branca vence € o jogo termina.
Qual ¢é a probabilidade de o vencedor do jogo ser o primeiro a extrair uma bola do saco?
8.2. Apds o jogo, as seis bolas, que apenas se distinguem pela cor, sdo colocadas em fila, umas
encostadas as outras.
Quantas filas diferentes é possivel formar?
(A) 720 B) 72 ©) 36 D) 20
9. Seja S, conjunto finito, o espago amostral associado a uma dada experiéncia aleatoria.
Sejam A e B acontecimentos equiprovaveis (Ac S e BcCS).
Sabe-se que:
e P(4nB)=0,3 e P(4nB)+P(4UB)=1
Determine o valor da probabilidade condicionada P(4|B) ?
10. Em C, conjunto dos niimeros complexos, considere z, = 2¢ 5 eu=1++3i.
10.1. Sabendo que z, ¢ uma das raizes quartas de w, outra raiz quarta de w €:
i ;4 ;6 2
(A) 2e° B) 2e° ) 2e°> D) 2e >
10.2. Determine o menor valor do nimero natural » para o qual (u Xz, )" ¢ um namero
real positivo.
10.3. Determine o perimetro do quadrado definido no plano complexo pelos afixos das
quatro raizes de w.
11. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z, =a—ai,com a€R” e z, =iz .
No plano complexo, o afixo de z, pertence ao:
(A) 1.°Quadrante (B) 2.°Quadrante
(C) 3.°Quadrante (D) 4.°Quadrante
FIM
Cotacoes:
Item

Cotagdo (em pontos)

10

1.1.

12.( 2. | 3. |41 |42.[51.|52.(53.| 6 |(71.(72.(73.|81.|82.| 9. | 10.1. | 10.2 | 10.3. | 11. | Total
11 8 8 10 | 10 | 11 | 11 | 11 | 11 | 11 | 10 | 11 | 11 8 11 8 11 10 8 200
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FORMULARIO
GEOMETRIA REGRAS DE DERIVACAG

Comprimento de um arco de circunferéncia: oo

) . ) . (H=v)'=u"+v
{ ce - amplitude, em radianos, do dngulo ae centro; 7 : raio)

Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema (v =u v+uv
i . er? Car™ ot e gr
Area de um setor circular: — fuj _ wv—uv

2 Y T

{ o : amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r: raio) ('Y =nu= w (neR)
= cR

Avrea lateral de um cone: mrg (sinu) =u' cosu
(7 - raio da base; g - geratriz) . .
(cosu ) =—u"sinu
Area de uma superficie esférica: 47 7°
(tan u ) =
(7 - raio) cos U

. e ) = e
Volume de uma pirdmide: %x Area da base = Altura ')

P (a* '|r =w'a"ma [(acsR\{1}
Volume de um cone: 3 = Area da base = Altura

(Inu | = L
4 . . u
Volume de uma esfera: 3 or' (r:rawo) .
" u ; .
log u) = (ae B7W{11)
(08, uha ' bl
PROGRESSOES
Soma dos n primeiros termos de uma progresso (i) LIMITES NOTAVEIS
PR
Progressiio aritmética: = Foo1y
lim[1+—1 =e (neld)
Lon
Progressiio geométrica: i Lo  dnx
1-r lim —— =1
0 Y
im £ =1
v X
TRIGONOMETRIA fm BY _
_—
dn(a+b)=sinacosh+snb cosa
i S P
cos(a+b)=cosacos b—sing sin b Am F__I \PEL)

COMPLEXOS

|-per'| =p..e..r'

ioe’ =;J'p_e¥ (kef0, .., n—-1} e ne )
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Proposta de resolucio

A(3,1,-4)

O vetor 71, = (2, 3, 6) ¢ perpendicular ao plano £ . Logo, é um vetor diretor da reta 4B .
Entdo, 4AB: (x,y,z)=(3,1,-4)+k(2,3,6),keR

O ponto B ¢ a interse¢do da reta 4B com o plano £ .

Ponto genérico de AB: R(3 +2k,1+3k, -4+ 6k)

Pretendemos determinar k£ de forma que Re f: 2x+3y+6z=34
Substituindo x, y e z em 2x+3y+ 6z =34 pelas coordenadas de R, obtemos:
2(3+2k)+3(1+3k)+6(—4+6k)=34 =
& 6+4k+3+9k-24+36k =34 <
S 49k =34+15 4% =49 < k=1
Substituindo k& por 1 em R(3+2k, 143k, —4+6k) obtemos (3+2,1+3,-4+6).

Logo, o ponto B tem coordenadas (5,4,2).

pH =—log[H+}
7,4=—log[ H" | log[ H |=-7,4<[H" |=107"

107* ~3,98x10
Resposta: (A)

94 X3—b — 9210g3k X3—10g3k _ (32 )210g3k X3710g3k _
— 3410g3k X3—log3k — 3410g3 k—logy k —
— 3Plomsk _ (3log3k )3 e

Resposta: (D)

4.1. A sequéncia das medidas dos lados dos quadrados é formada pelos termos positivos de uma
progressdo aritmética (a, ) cujo primeiro termo é ¢, =10 cm e arazdo é r =—2 mm, ou seja,
r=-0,2 cm.

O termo geral é: a, =10+(n—1)x(-0,2) & a,=10-0,2n+0,2 < a, =10,2-0,2n
O oitavo termo é: a, =10,2-0,2x8 < a, =8,6

O lado do oitavo quadrado mede 8,6 cm.
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4.2. Sequéncia dos perimetros:
B =40 r=-0,2cmx4=-0,8 cm
P, =40+ (n-1)x(-0,8) < P, =40,8-0,8n
P, =40,8-0,8x20=24,8

40+24,8

S x20 < S,, =648

A soma dos perimetros dos primeiros 20 quadrados ¢ 648 cm.
cos(x—m)+1

f(x) - ln(x +xl)

X

se x<0

se x>0

5.1. f écontinua

Assintotas verticais:

0
: . cos(x—m +1[5j - +1
lim £ (x)= lim ( ) = lim <32
x—=0" x—=0" X x—0" X
1—cosx)(1+cos —cos’
=1im( x)( x): . l-cos’x _
=0 x(1+cosx) 0 x (14 cosx)
sin’x sinx sin x 0
= lim =lim x lim =1x—=0
=0 x(I+cosx) =0 x x>0 l+cosx 2

5

. . In(x+1) =In(x+l) e’ =x+loe’~1=
hrnf(x):hm ( )=11m Y _ yein(x+l)eel = © g
x—0" x—>0" X y=0" e¥—1 x>0 =y->0"
1 1 1
= lim = =-=1
yo0 er—1 .oe’—=1 1
lim
Yy yo0t oy
Nao ha assintotas verticais.
Assintotas horizontais:
) .cos(x—m)+1 . —cosx+1
lim f(x)z lim ( ) = lim =
X—>—0 X—>—00 X X—>—00 X
) —cosx 1 . 1 o1
= lim +— |==lim| —xcosx |+ lIim—=0+0=0
X—>—0 X X X—>—00 X X—>—0 X
Nota:

lim [lxcosszo dado que, —1<cosx<1,VxeR e limlzo

x—>-0o\ x X—>=0 x
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In(x+1)

lim f(x) = lim = lim ——— "2 =
X—>+00 X—>+0 X X—>+00 X
1 1
Inx+In| 1+~ | In| 1+— 0
= lim ——— " — lim =% 4 lim —— 2 = 0+— =0
X—>+0 X x>+ x X—>+00 X +CX)

A reta de equagdo y =0 ¢ uma assintota do grafico de f (quando x > —x e
quando x — +o0 ).

2—[3sinx cos(x—m)+1 2-+3sinx
& = =
x x x

—cosx+1 2—\/§sinx )
= <:>l—cosx=2—\/§smx<:>
X X x#0

52. f(x)=

& —cosx+4/3sinx=1<

& cosx—+/3sinx=-1<

1 3. 1
& —COoSX ———SInx=——<
2 2 2

T AN 1
< cos| — [cosx—sin| — [sinx =—— <
[J [J 2

@COS()H-Ej:—l@ ‘—l:cosﬁ

3 2 2 3

<:>x+£=ﬁ+2kﬂ?v x+£=—ﬁ+2kn, keZ <
3 3 3 3

@x=§+2knv x=—7n+2kn, keZ

Em [-27,0[ as solugdes sdo: —S?TE e —-T.

53. Em R~
xf(x)=ln2(x+1)<:>xx@=1nz(x+l)g
< In(x+1 (x+1)©
n’(x+1)=0<

x+1 [l—ln x+1 ] le

)=1
)-1
)
< In(x+1)=0vI-In(x+1)=0
ox+l=e"vin(x+1)=1e
Sx+l=lva+l=e

S x=0vx=e-lx=e-1

x>0

S ={e-1}
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g(x)= sin’ (2x), xe[O,g[

g'(x) =3sin’ (2x)[sin(2x)]l =
=3sin’ (2x)x2cos(2x) =

(2x)x2sin(2x)cos(2x) =

= 3sin(2x)
=3sin(2x)sin(4x)
g'(x)=0<=3sin(2x)sin(4x) =0 =
< sin(2x)=0v sin(4x)=0 <
S 2x=knvix=kn, keZ &
@xzﬁvx:@, kel
4 2

Em[O,g[, os zeros da derivada sdo: 0 e %

Tabela de sinais:

¥ 0 r r
4 2

g’ 0 + 0 - n.d.

g 0 / 1 N n.d.

b

. T T T
g é crescente em {0, Z} e decrescente em [Z —[ .

. ;. . . , . . . T
g admite um minimo relativo igual a 0 para x=0 e um maximo relativo igual a 1 para x = R

h(x)=Inx*—In’x, xeR"
7.1. 4h(x) =x©4h(x)—x=0

Seja g a fungdo definida por g(x)=4h(x)-x=0< g(x)=4Inx’ —4In’x—x
~ . 1
Pretende-se provar que a fungdo g tem pelo menos um zero no intervalo |—, e
e
g écontinua em R™ por ser definida pela composta, produto e a diferenga de fungdes
continuas. Logo, g ¢ continua em [1, e].
g[lj = g(e'l) =4x ln(e"1 )2 —4xIn’ (e"l)—l =
e e

=4x2x(-1)—4x(-1)’ LY S
€ (§
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g(e) =4ln(e)2 —4In*e-e=8x1-4x1°’—e=4-¢>0
1
g[—j X g(e) <0
e
Entdo, pelo corolario do Teorema de Bolzano ¢ possivel afirmar que: 3x e}l, e { : g(x) =0,
. 1
ou seja, Jx e} —,e {:4h(x) =x.
e

h(x) =Inx’ —In’x

W (x) =(lnx2 —lnzx)' = (); ) —2(1nx)><§:

_E_ZInx _g_Zlnx ~2-2Inx

2

x X ox ox x
h(1)=Inl’ -In*1=0; Coordenadas do ponto de tangéncia: (1,0)
h'(l)zz_flnlzz—IO:Z; Declive: m=2

Equagao da reta pedida:
y—0=2(x—1)®y=2x—2

Seja x, a abcissa de 4. Entdo, como AB=1 ,aabcissade B ¢ x, +1.

Dado que [ABCD] ¢ um retangulo, vem AD = BC, ou seja h(x,)="h(x,+1).

Logo, a abcissa de 4, x,, ¢ a solugdo da equagdo h(x)=h(x+1)< h(x)—h(x+1)=0
Recorrendo a calculadora grafica, fazendo y, =lnx’ —In’x e y, =y, (x) -, (x + 1) ,

determinou-se, no intervalo referido, o zero de y,, tendo-se obtido o seguinte resultado:

y A
Plotl Plot2 Plot3
\y1=1n(x%)-(1n(x))?
ENY28Y1 (X)-Y1(X+1)
¥Yaz¥1(X)-Y1(K+1)
—>
0 2,26 4 x /
Zero
¥=2.2638842 ¥=1.8E"13

Portanto, x, = 2,26.
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No saco estao trés bolas brancas e trés bolas pretas.

Logo, a bola branca pode sair na 1.%, 2.%, 3.% ou 4.* extracao.

Como o jogo termina quando sair bola branca, este pode terminar apds qualquer uma das
primeiras quatro extracdes

No diagrama em arvore seguinte resumem-se as situagoes possiveis:

1. extracdo 2. extragao 3.* extragdo 4.® extragao
3 brancas 3 brancas 3 brancas 3 brancas
3 pretas 2 pretas 1 pretas 0 pretas
\2 \2 \ 2
3 B 3 B 3 B B
6 5 4 1
P P P P
3 2 1 0
6 5 4

A probabilidade de o vencedor do jogo ser o primeiro a extrair uma bola do saco € a

probabilidade de a bola branca sair na 1.* ou na 3.* extracao:

3
P(B 1.2 extragdo ) =—= P(B
(Branca na 1.* extrag@o) s > ( )
P(Brancana&a‘extra(;éo):Exgxg:i P(PPB)
6 5 4 20
3 10 3 13

P( O 1.°ajogar tirar uma bola branca) = l+— =—+t—=—
2 20 20 20 20

O nuamero de filas diferentes que € possivel formar é o nimero de maneiras de entre os seis
lugares da fila escolher os trés lugares para as brancas (os lugares das pretas ficam
determinados de forma unica). Como as bolas da mesma cor néo se distinguem, o nimero de

_ 6x5x4
3x2

20.

possibilidades ¢ dado por °C,

Resposta: (D)

P(ZmE)JrP(ZuE):l@

<:>P(M)+P(m)=l<:>1—P(AuB)+1—P(AmB)=1<:>

©2-P(A4UB)-03=1& P(AUB)=2-03-1& |P(4nB)=0,3

& P(A)+P(B)—P(A F\B) =0,7< P(B)+P(B)—0,3 =0,7< |P(4)=P(B) e P(4nB)=0,3

< 2P(B)=1% P(B)=0,5

P(ANB) 0,3

P(ajp) =202

P(B) 05
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10.1.

10.2.

10.3.

LT

L
Se z, =2e 5 ¢ uma dasraizes quartas de w, as quatro raizes sdo dadas por

T 2km i( Tf+2k7'f

2 =2 x2e ¢ =2e ' ° T),k:0,1,2,3

Resposta: (B)

u=1++/3i
u|= 12+(\6)2 =J1+3=2

Seja € um argumento de u

{tané?:\/g T
=

0=—; u=2ei§
0el°Q 3

(quo)n z[zeigxze,ig}” :[46{2_%)}" :[4ei% ]” L ei%

.2nm
il

. , o 2
4"e 1 ¢ um numero real positivo se ILSRZ 2kn, kel

%: 2kmes 2nm =30kt <> n=15k com keZ

Portanto, o menor valor natural de n obtém-se para k=1 sendo n=15.

Os afixos das quatro raizes de w sdo vértices de um quadrado inscrito numa
circunferéncia de raio 2.

Assim sendo, a diagonal do quadrado tem diagonal 4.
XYHx'=162x" =16 x" =8
Como x>0, vem x=J8 & x=14x2 & x=22

Perimetro do quadrado: P =4x 22 =82

z, =iz =i(a—ai)=ai-ai’=ai-ax(-1)=a+ai

Como a <0, o ponto de coordenadas (a, a) pertence ao 3.° quadrante,

Resposta: (C)
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