Elementos de Andalise Tensorial

Notas para cadeira de Mecanica Aplicada I1

F.J.P. Lau & P. J. S. Gil
12 de Fevereiro de 2013

Conteudo

(1 Introducao|

B CZlcul =
[2.1 Significado geometrico das componentes contravariantes e covariantes|
2.2 Transformacoes nao lineares| . . . . . . . . . . . ... .. ......

[2.2.1 Leis de transformacaol . . . . . . . . . ... ... ... ...
2.2.2 Coordenadas cilindricasl . . . ... ... ... ... ... ..

2.3 Vectores de base: nova definicao| . . . . . . . . ... ... ... ...

3 Metrica

[3.1 Propriedades e caracteristicas| . . . . . . ... ... ... ... ...

[4 Tensores: lei de transformacao tensorial|

|5 Algebra de tensores|
[>.1  Mnemonica para o calculo matricial| . . . . .. ... ...

[6 Componentes fisicas|

[ Transferéencia das componentes de um vector|

8B Derivada Covarianid

[8.1 Stmbolos de Christoftel em coordenadas ortogonais| . . . . . . . ..

[9 Operadores diferenciais|
9.1 Gradiente de uma funcao escalar] . . . . . .. ... ... ... ...
[9.2 Divergencia de um vector (contravariante)| . . . . . ... ... ...
[9.3 Laplaciano de uma funcao escalarf . . . . . . . ... ... ... ...




10 Dk T absol — l 35
[10.1 Aceleracao em coordenadas curvilineas| . . . . . . . ... ... ... 36
[10.2 Velocidade e aceleracao em coordenadas polares| . . . . . . . .. .. 37

(11 Aplicacoes| 38
(11.1 Coordenadas cilindricasl. . . . . . . . . . . . ... .. ... ... .. 38
[I1.2 Coordenadas esféricad. . . . . . . .. ... ... ... ... ..... 39

A Lei de transformacao de I, 43

B Férmula para o calculo de I, 44

[C Formula para o calculo de [’ 45

[ Exercicios propostos| 47

[ Bibliografial 54

| I’ 1- . . | 55

Lista de Figuras

(I Referencial nao ortonormado. . . . . . . . . ... ... ... ..., 6
2 Referencial ortonormado.. . . . . . . . . ..o 7
[3 Coordenadas polares| . . . . . . . ... .. ... . ... ... ... 10
M4 Coordenadas curvilineasl . . . . .. .. ... ... ... ... ... 11
(5 superficies coordenadas no Referencial cilindricof . . . . . . . . .. 13
6 Curvas coordenadas no Referencial cilindricol . . .. .. ... . .. 13
[7 Representacao grafica do vector v.|. . . . . . . . ... ... 15




1 Introducao

A anélise tensorial é utilizada com enormes vantagens em Engenharia. A Me-
canica dos fluidos e a Mecanica dos Sélidos sao areas onde esta se revela uma
ferramenta importante e onde muitos problemas (i.e. as equagoes que descre-
vem os fendmenos assim como as suas solugoes) podem ser simplificados quando
resolvidos num sistema de coordenadas adequado. Por exemplo, no céalculo do
volume de uma esfera, as suas condicoes fronteira sao imediatas em coordena-
das esféricas (r? < R?), o mesmo nio se passando em coordenadas cartesianas
(22 + y? + 22 < R?); a forca gravitica em coordenadas esféricas apresenta apenas
uma tunica componente (radial), enquanto que o seu cédlculo nao é de todo tao
simples quando efectuado em coordenadas cartesianas. Como se verd mais tarde,
a analise tensorial simplifica estes cédlculos, ao esquematizar todo o tipo de trans-
formacoes e derivadas de vectores, e ao transformar as operacoes vectoriais em
expressoes de facil e clara deducao.

2 Calculo tensorial

Consideremos um espago vectorial E de dimensao n e € = {é€ g, ...,€} uma
7 1 n
base desse espaco. Todo o vector @ € E pode ser representado na base indicada

Z f ? "

em que a’ sao as componentes do vector @ (nessa base). Atente-se na posicao que
o indice j apresenta nas componentes e nos vectores de base: enquanto o indice
das componentes aparece em sobrescrito, os vectores de base serao referenciados
por um indice em subscrito. Por razoes que serao dadas mais tarde, esta escolha
nao é aleatéria e deve ser respeitada.

Consideremos também as funcoes lineares 5"(5) = 5;, que nos dao as compo-

nentes de um vector:

e'(@) =¢ (ajt?) =ade (5) =dd; =d, (2)
onde 5;- é o simbolo de Kronecker:
i )1 sei=y;
5j_{0 se 1 # 7. (3)

As funcoes €' constituem uma base de um novo espaco vectorial £*, denominado
espaco dual de E. Ao espaco F e a sua base dao-se os nomes de espaco natural e



base natural, respectivamente. Qualquer fungao f € E*, caracterizada por f(€) =
J

f; pode ser escrita na base €', = f;e’, tendo-se
12) = 1) = £ = ()

E facil provar que o espaco dual E* é um espaco vectorial com a mesma dimensao
de E (apresenta inclusive as mesmas propriedades de F, sendo um isomorfismo
deste espaco), podendo-se escrever

dcE:d=ad¢e (5)
feE : f=fe. (6)

7 .

J— (]

onde (€) = d;.
] . ~ ~ .

Pelo que foi dito atrés, conclui-se que a aplicagao de fungoes lineares a vectores
leva a necessidade da utilizacao de dois espacos vectoriais distintos: o espaco natu-
ral E, onde se “situam” os vectores que pretendemos estudar, e o seu espago dual
E*, em que caracterizamos as fungoes a aplicar aos vectores. Como ja se referiu

7 7
estes dois espagos apresentam as mesmas propriedades; através do produto interno,
podemos identificar cada funcao v* de E* com um vector v do espaco natural E, :

(@) =7-d, Vi € E. (7)

A cada vector v corresponde um e um sé vector v. Deste modo, passamos apenas
a trabalhar no espago natural F, ao representar cada vector ¢ pelo seu correspon-
dente .

Para que ambos os vectores U e U* tenham as mesmas componentes, define-se

uma nova base em F, ¢ — base dual de E (embora seja definida no espago natural):

v = vfé = vié; (8)
7 = ve. (9)

Contudo o vector ¥ continua a poder ser definido na base natural € por ¥ = v'¢;
(2 7

em particular:

7(&) =7 & & i ,
J

A =ve-odi=c@ (10)
J J J

<.

Esta tdltima equacao exprime uma regra fundamental da andlise tensorial, dado
relacionar as duas bases (natural e dual) de qualquer referencial:

[
<.y

= Ji. (11)



A partir deste momento as componentes de cada vector serao designadas conforme
a base a que digam respeito:

v’ — componentes contravariantes de ¥ (representado por um vector coluna);
v; — componentes covariantes de ¥ (representado por um vector linha).

Os indices das componentes sao designadas por indices covariantes ou indices
contravariantes, consoante as componentes sejam covariantes ou contravariantes,
respectivamente. Os indices contravariantes encontram-se sempre representados
em sobrescrito (“em cima”’) enquanto que os indices covariantes representam-se
sempre em subscrito (“em baixo”).

2.1 Significado geométrico das componentes contravarian-
tes e covariantes

Em R?, as componentes de um vector numa dada base sao dadas pela sua
decomposicao vectorial, onde se tracam paralelas a um vector de base e a inter-
seccao destas com o outro vector de base indica cada componente; é o que se
designa usualmente por regra do paralelogramo. O mesmo pode ser efectuado para
as componentes contravariantes de um vector, a partir de paralelas aos vectores
de base natural; como se observarad mais tarde estas paralelas sao perpendiculares
aos vectores da base dual.

Exemplo 1. considere-se um referencial nao ortogonal e nao normado, e um vector
¥ caracterizado nesse referencial (figura [I)):

7=v'e+v%e
1 2

com H?_’H =1, Hg | = 2. As componentes contravariantes sao calculadas indirecta-

mente pela decomposigao vectorial de ¥ na direc¢ao dos vectores de base (usando
a regra do paralelogramo):

IW?W=WHWH . oPi|
) ) =0v =+f—-.
noﬁnsz@| €]

Os vectores de base dual podem ser calculados pela relacao fundamental :

- 4 ¢-f=2-8=0=¢l el
e-E=0=1{ - 2 1 L2 1 R B
/ e g=t-g=1= el sin(x/3) = 1 ||l = ||l sin(r/3)]
1 (2
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Figura 1: Referencial nao ortonormado.

tendo-se entao: ~ ~
el = 2/vV3 =~ 1.2; ||e] = 1/v/3 ~ 0.6

As componentes covariantes podem ser calculadas da mesma forma:

= - 1
. |OB ]| = [un] 1]

1 2
U = Vi€ + V2 = = U =
3 .
10| = o |1 el

No caso particular (mas extremamente usual) do referencial ser ortonormado
(figura|2)), conclui-se facilmente que as duas bases coincidem, o mesmo acontecendo
entao com as componentes contravariantes e covariantes:

ele e
o o = 17T 2
el = flel = 1 ol = vp; 02 = vy

O caso acima referido descreve a utilizagao de um referencial cartesiano na reso-
lugao de problemas, em que nao se distingue os dois referenciais e, portanto, tal
notacao nao ¢é importante. E quando se “sai” do referencial cartesiano e se come-
cam a utilizar outros tipos de referenciais (e.g. polares, cilindricos, esféricos) que
a utilizacao da formulacao tensorial se torna essencial.



Figura 2: Referencial ortonormado.

2.2 Transformacoes nao lineares

Consideremos como exemplo as coordenadas polares, definidas pela transfor-
magao:

y = rsinf. (12)

{ x =rcosb;

Verifica-se facilmente que ao variar a coordenada 7, com a coordenada 6 fixa,
estamos a deslocar-nos ao longo de uma recta de inclinacao 0, que passa pela
origem: y/r = tanf < y = xtand (vide figura [3)); do mesmo modo, a curva que
se obtém quando se varia 6 (mantendo-se fixa a coordenada r) corresponde a uma
circunferéncia de raio r, centrada na origem: 22+ y? = r2. De uma forma genérica,
temos a definicao de curva coordenada ' : curva que se obtém quando se varia a
coordenada z* (e todas as outras se mantém constantes).

As curvas coordenadas estao definidas em todos os pontos do espago: no ponto
(r = 2,0 = m/3), as curvas coordenadas r e 6 serao dadas por y = zv/3 e z° +
y? = 4, respectivamente. Um exemplo muito simples de curva coordenada pode-
se encontrar nas coordenadas cartesianas: ao manter a coordenada z constante e
ao variar y, estamos a definir uma recta vertical — curva coordenada y ou eixo
coordenado y; o mesmo pode ser dito em relagao ao eixo coordenado x.

O raciocinio atras elaborado pode ser generalizado para o caso em que apenas
uma coordenada é mantida constante: temos entao a definicao de superficie coor-
denada x'. Para as coordenadas cartesianas, a superficie coordenada z consiste no
plano z = const.



2.2.1 Leis de transformacao

Voltemos ao caso anterior das coordenadas polares. A variagao incremental de
7 ao longo de € pode ser dada em fungao dos vectores de base do novo referencial
T

ou do antigo: ‘
difr=dre=dr e+ dy e€=da" €. (13)
r T y 7
Como dr = (9r/dz7) da?, temos
a—;dxﬂgzdxlg;»gz i e (14)

Podemos entao escrever a relacdo entre € e os vectores naturais do referencial
T

inicial: y
xl
€= —=¢. 15
ro Ori (15)
O mesmo raciocinio pode ser desenvolvido para 6:
oz’
—): _—» 1
T (16)
tendo-se, de uma forma geral:
oz :
f=— =X € 17
€= e=Xie (17)

: : s, . . . . . ~
onde X}, = 0z'/0x" é a matriz das derivadas parciais — matriz de transformagao
inversa. Repare-se que o indice de cima representa sempre o indice linha, sendo o
indice de baixo o indice coluna, na representacao matricial. Como qualquer vector

. .o — ., ),
pode ser representado nos dois referenciais v = v'e€ = v* €|
i il

- ) . . . o,
v'e =" ( Zfo) = X' e =v' =X/, (18)

(2 K3

podemos escrever a lei de transformagao das componentes contravariantes:

-/ s/

vt = X 0t (19)
onde X! = 927 /0" = [X1]™' é definida também como uma matriz de derivadas
parciais (inversa da matriz X,) — matriz de transformacao directa. Note-se que
o novo sistema de coordenadas caracterizado por ((17)) ou tem de se encontrar
bem definido; ou seja, o determinante da matriz de transformagao directa (ou
inversa) nao pode ser nulo, ou tomar o valor infinito:

det(X!") # 0, co. (20)

8



O produto interno entre dois vectores

o i _— . i . .. .
v-u=uve-we=uvu [e-e :viujé;:viu’
J j
d j/—‘ j/ g 5 j/ i il
vpe v € =wvpu | e- €| =vpul 5 = vpu',
s/ 5!

<

permite-nos determinar a relagao entre as componentes covariantes através da
igualdade

A y A L y ,
viu' = vput S vu' = v X U ==X vy & vy =X v (21)

r a lei de transformacao dos vectores de base dual; da identidade

1

Resta deduzi
. i
V=70; € = Uy

~
<

, temos

®

i i ? iil i ,L'/?
=X,vie=>e=X,ese=X] e (22)

Dy

(%

Estamos agora em condigoes de explicar a razao do nome dado as componentes:

o Componentes covariantes: tém a mesma lei de transformacao dos vectores

de base naturais €;
i
e Componentes contravariantes: transformam-se através da transformacao in-

versa (contréria) dos vectores de base naturais €.
(2
No caso particular das coordenadas polares, a matriz de transformacao inversa

cosf) —rsinf
rcosf (23)

¢é dada por:
i _ dx/0r 0x/00Y\
7 \9y/or 0y/00 ) \sinf
pelo que os vectores de base natural das coordenadas polares, apresentam as se-

guintes componentes, na base cartesiana:
Le=X{ «I?—i-Xlz/ 425':(:089 €+sin9(2§z€
1 T

e =
1/
e=X, €= (24)
i/ l — ) — — — . — — —
e=X,e=Xlée+ X3 ezr(—sm86+0089 e) =eé
1 i 1 2 1 2 0
em que ? =e, g = ¢. Para o calculo dos novos vectores de base dual, basta calcular
x y
a matriz de transformagao directa, ou seja a inversa da matriz X} :
" i1-1 1 (rcosf rsind
X =[X)] =- : , (25)
r \—sinf cosf



AY
- —>
o e
r Curva coord. r
P (r ’ 9) (Sup. coord. 6)
0 / Curvacoord. 8 X

/" (Sup. coord. r)

Figura 3: Coordenadas polares

tendo-se finalmente:
2 T
5 . + X, e=cosf e+sind
e=X"e= B 3} } B} ; (26)
r 1 1 ’ 2 . 1 2
= X2 e=X?e+ X2 ez%(—sm@e—i—cos@e)

2
(&

Como se pode constatar facilmente (figura , o vector de base natural g_’ é

tangente a circunferéncia de raio r, no ponto de coordenadas (r,6); do mesmo
modo, o vector de base natural € apresenta um declive dado por tan = y/z. De
s

um modo geral, os vectores de base apresentam as seguintes propriedades:
e Os vectores de base natural sao tangentes a curva coordenada respectiva;

e Os vectores de base dual sao ortogonais a superficie coordenada dada pelo
mesmo indice.

Num espago a duas dimensdes (z',2%) a curva coordenada z' coincide necessa-
riamente com a superficie coordenada 2% — a superficie coordenada resume-se a
uma curva, no plano z'z? — pelo que cada vector de base natural (dual) é sem-
pre tangente (perpendicular) a respectiva curva coordenada (& curva coordenada
oposta), como se pode observar na figura .

10



-
>
e

Curva coord. X*
(Sup. coord. x%)

y

N . Curvacoord. x¥
g=d g g  (Sup.coord. x?)
y

0 > . >
e=é X
X

Figura 4: Coordenadas curvilineas

2.2.2 Coordenadas cilindricas

As coordenadas cilindricas representam apenas uma extensao natural das co-
ordenadas polares para trés dimensoes, em que a coordenada z nao é alterada; sao
definidas usualmente pela sua transformacao inversa:

xr =rcosb;
y = rsinb; (27)
z=z.

Caso seja necessario, pode-se sempre utilizar a transformacao directa, definida
pelas relacoes:

r= \/W; (28a)
arctan (y/x); (28b)
z=2z. (28¢)

Estas dltimas equagoes ([28afc) permitem deduzir facilmente as curvas coordenadas
e, consequentemente, as superficies coordenadas (figura [5)): ao manter a coorde-
nada z constante, e variando as coordenadas r e 6, obtém-se um plano horizontal
de cota z — superficie coordenada z; da mesma forma a variacao de z e § com r
fixo , permite definir um cilindro vertical de raio r, centrado no eixo z (su-
perficie coordenada r); finalmente ao igualar a uma constante, e ao permitir
a variacao de r e z, temos uma plano vertical que contém o eixo z, de inclinagao
0 = arctan (y/z) — superficie coordenada 6. As superficies coordenadas sao dadas

11



pelas interseccao das superficies coordenadas das outras coordenadas: por exem-
plo, a curva coordenada 6 (uma circunferéncia horizontal) resulta da interseccao
das superficies coordenadas r e z (figura[6)).

A matriz de transformacao inversa é calculada como anteriormente:

P Ox/0r Ox/00 0Ox]0z cosf) —rsinf 0
X}, = prei Jy/or 0y/00 0y/Oz | = |sinf rcosf 0 (29)
. dz/0r 02/00 0z/0z 0 0o 1

pelo que os vectores de base natural sao dados pelas expressoes:

e=Xi e=X], ?+X12/ §+Xf’, ?E (cos®,sinf,0)
e=Xi &= S": Xi e= X}, ?+ X2 §+ X3 (gz r(—sinf, cosb,0) (30)
€= Xy &=Xg e+ X5 e+ X5 ¢=(0,0,1)

Generalizando o raciocinio para os vectores de base dual, conclui-se que estes
sao também semelhantes aos vectores de base dual do referencial polar, bastando
acrescentar um dimensao (cuja componente é nula) aos respectivos vectores duais

r e 0; o vector dual z coincide com seu natural €
z

(

e = (cos,sinh,0)
§ 6= % (—sin#, cosd,0) (31)
[ ¢=(0,0,1)

Exemplo 2. Consideremos a transformagao de coordenadas:

PR s (1/2 1
=X x (:omXi_(_l/2 1)

e a sua transformagao inversa:

) ., ) 1 1 —1 1 -1
b= X2 ComX?,:—( )z( )
9 % 1
T \1y2 172 1/2 1/2

Assumindo que o referencial z° é o referencial cartesiano, temos

G= (1}2)
- (1)

M\G)l

colunas da
matriz X,

12
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Figura 5: Superficies coordenadas no Referencial cilindrico.
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Figura 6: Curvas coordenadas no Referencial cilindrico.

13



e=(1/2 1)

i i Y .2
e=X'e=X'e+ X e =
%,—/ -
2/
linhas da e=(-1/2 1)
matriz X7
L L. 12
Um vector v = cla—i- ¢ ( = e+ e ) pode ser representado pelas componentes

contravariantes e covariantes:

vi:G); v=(1 1);

no novo referencial, as componentes do vector ¢ sao dadas por:

2.3 Vectores de base: nova definigao

Uma das grandes vantagens da utilizagao do calculo tensorial na formulacao
de problemas mecanicos, consiste em nao termos de utilizar a notacao vectorial:
cada vector ¥ passa assim a ser representado pelas suas componentes v’ ou v;.
Contudo, continua a ser necessario, em alguns casos, exprimir os vectores de base
(nomeadamente, quando temos de calcular as suas derivadas, como veremos mais
tarde). Surgiu entao a ideia de representar cada vector de base em funcao da sua
prépria base (ou eventualmente, da base do referencial inicial, quando se aplicou
uma transformacgao de coordenadas):

-/

e=e e=ee (32)
,L‘/ il jl ,L‘/ ]
onde se utilizaram novas definigoes:
. . i/ . N
el — componentes dos vectores de base natural do referencial 2", escritas a custa
,L‘/

’ . - -/
dos vectores de base do préprio referencial z*;

e/ — componentes (contravariantes) dos vectores de base natural do referencial
,[:/

! . . >
x", escritas no referencial x’.

! — 7’
Por exemplo, e? representa a segunda componente do vector €, dado na sua pré-
v v

pria base.
Verifica-se facilmente que existe uma relacidl] entre as componentes atras defi-
nidas e as matrizes de transformacao:

I Utilizou-se “#” na igualdade, dado esta ndo ser uma igualdade matematica: estamos a igualar
colunas de uma matriz com varios vectores coluna.

14



XV

Figura 7: Representacao grafica do vector v.

sk y . . ;
el = X} — vectores coluna da matriz inversa X,
,l‘/

g X Vi i — — —
e/ =X, =0, (e=1e+0e+...
il 1 v 2

De igual modo, as componentes dos vectores de base dual sao dadas por:

z7 i’ ; i j7

e=eje=¢je (33)
onde se define:
i’ . . %
e; — componentes (covariantes) dos vectores de base dual do referencial z*, es-

critas no referencial z°;

15



i . v . N
e;; — componentes dos vectores de base dual do referencial ", escritas a custa

J
7 . . -/
dos vectores de base do préprio referencial x" .

Temos também a identificacao:

i«

-/ . . . !
e; = X; — vectores linha da matriz directa X
i’ * -/ ./
ej/ = X;/ == 6;/
No exemplo anterior, obtém-se facilmente as componentes dos vectores de base,
usando as novas definigoes:

- ; 1
i J
¢ =X = <1/2) =

e =X =(1/2 1) =

™y

. . —1
. 7 J — 5.
g =X (1/2) =5

€= X2 = (=1/2 1) =

—_

oy
Ny

9

3 Meétrica

O produto interno entre dois vectores pode ser calculado facilmente, se utili-
zarmos as duas bases (natural e dual) na representagao dos dois vectores:

S 7 - J i S J ; i ;
a-b =adé-bje=abjé-e=ab;d=al
(2 (2
i i oo .
:aie%ﬂe:aib’e~e:aib](5}:aib’.
j j

O mesmo nao se passa com o produto interno quando os dois vectores estao defini-
dos na mesma base, pois nao se sabe de antemao qual o valor do produto interno
entre vectores de igual variancia:

aée-vée=abeé=e-e="
i J i ] i g
a-b=
i i j i
ae-bje=a;bje-e=e-e="

A regra tao conhecida para o cédlculo do produto interno de dois vectores, em que
o produto interno é dado pela soma dos produtos das componentes, s6 é valida
num referencial em que os vectores de base natural sejam ortogonais, e em que a

sua norma seja unitaria:

- =

d-b=adbéé=abééra?e-eratdeet...
i g 1 1 1 2 1 3
=a' xb x1+a' xP? x0+a' xbBPx0+...=a' b +a*b* +a’b’. (34)

16



De uma modo geral, tornou-se necessario definir uma nova grandeza — mé-
trica — que corresponde ao produto interno de vectores de base natural (métrica
covariante) e dual (métrica contravariante):

. o . i i J
Matriz métrica contravariante — ¢ =e¢e-e (35)
Matriz métrica covariante — ¢;; =€-€ (36)

v ]

Repare-se que, em qualquer referencial ortonormado (em que os vectores de base
sdo ortogonais e apresentam norma unitdria) as métricas sao idénticas entre si e
iguais a matriz unidade:

eleée g y
|’| é,HJ ] = €-€=0;; © gij = 0;; (e da mesma forma: ¢ = 40").
g i J
i

3.1 Propriedades e caracteristicas

A métrica apresenta algumas propriedades, que se vao revelar extremamente
luteis nos calculos posteriores, nomeadamente:

e as duas métricas sao simétricas: g;; = g;;; 9 = ¢’*;

e permitem o cédlculo das componentes covariantes de um vector a partir das
componentes contravariantes (descida de indices):

a-€= a e -e=da g;=d g
i j i .
— — J.
i ; = a; = Gij @’
= ajee:aj@-:a,-

e assim como o inverso (subida de indices):

L i . .
b= g b b g i
i-e= aje-e=a; ¢ =ajg . y
7 o . = a =g- aj;
= dé-e=d d=a

e a matriz métrica covariante é inversa da matriz métrica contravariante (e
vice-versa):

a; g7 =a' < gja” g7 = o, a” = gY gji, = 0.
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O céalculo da métrica covariante num novo referencial pode ser sempre efectuado
a partir da métrica (covariante) do antigo referencial:

gy =€ G =Xy € Xy €= Xy X5 € €= guyr = Xy Xy gig; (37)

Ty

o mesmo se pode dizer da métrica contravariante:

/ !

oS,

— X! xT e b= g = XX g9 (38)

¢ J

[
o=y

X7

D=

g =e-e=X]
Utilizando a definicao de g para o determinante da matriz métrica covariante
g = det(g;;), e de X para o determinante da matriz de transformacao directa Xz-i',

temos: ' '
det(gyjr) = det(X}) det(X7) det(gy;) = ¢ = X g (39)

O elemento de arco (dS?) fica definido em qualquer referencial pela relagao:

dS? =d7-d7 = (d2' €) - (da’ €) = (€- &) da’ da! = dS? = g;; da’ da’.  (40)

? J J

Num referencial ortonormado, temos g;; = 9,5, pelo que o elemento de arco ¢ dado
pela equagao ja conhecida:

dS? = gi; da’ da? = (dz)* + (dy)* + (dz)* + ...

Exemplo 3. Para o caso ja estudado das coordenadas polares, as matrizes das
métricas covariantes e contravariantes podem ser calculadas por quaisquer das
relagoes acima dadas. Dados os vectores de base natural , é possivel calcular
a métrica covariante através da sua defini¢ao :

(e (@) ([ @D\ 1o
gi'j’—;?'ﬁ‘((g.é) (5-5))‘((5-9 <§’-é€>>_<0 T2>

1’ 20 2! 0

Note-se que a métrica é dada por uma matriz diagonal: como o referencial é
ortogonal, o produto interno de dois vectores de base natural é nulo, a nao ser que
sejam idénticos (i.e. elementos da diagonal da matriz da métrica covariante).

A matriz da métrica contravariante podia ser calculada do mesmo modo, ou
pela lei de transformacao tensorial da métrica contravariante ; contudo, sempre
que a métrica covariante ¢ dada por uma matriz diagonal, a sua inversa ¢ imediata:

il i’ _ 1 0
g’ = (gi’j’) = (0 r—2 >
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4 Tensores: lei de transformacao tensorial

Nos capitulos anteriores, desenvolvemos algumas técnicas que nos permitem
conhecer o valor das componentes de algumas multiplicidades de ordem 1 (vec-
tores), ordem 2 (matrizes das métricas) e de ordem 0 (determinante da métrica)
num novo referencial, caracterizado por v = Xf/ v

e O vector de componentes contravariantes ¢ = v’ € (vector contravariante)
7

. g y L
passa a ser dado por v = v" €, onde v' = X! 0"
,Z:/

=

e O vector de componentes covariantes ¥ = v; e (vector covariante) passa a ser
S i’ ,
dado por v = vye, onde vy = X}, v;;
e As métricas contravariante e covariante obedecem as leis de transformacao:

i'j Xi’ Xj/ ij.
— 7 J .
9oy = Xir X Gij

e O determinante g da matriz métrica covariante tem como lei de transforma-
cao g = X 2g.

De um modo geral, podemos dizer que todas as entidades matematicas com
que vamos trabalhar, caracterizadas por uma multiplicidade num dado sistema de
coordenadas, terao de obedecer a uma lei geral de transformacao:

ol _ Iy p YU 4 it i g etk

tjiv“"jz, = | X" X; .. X in ...le, SR (41)
com X = det(X!). As multiplicidade que obedecem a esta lei de transforma-
¢ao sao designadas por tensores; deste modo, a lei é conhecida por lei de
transformacao tensorial.

Um tensor ¢ definido por:

p=0 — Tensor absoluto

o Pesop: { p#*0 — 7 relativo

k+1=0 — Escalar
k+1l=1 — Vector
k+1=2 — Matriz
k+1>3 — Tensor

e Ordem k +1:

2Dado que uma multiplicidade é apenas um conjunto de ntimeros, estamos necessariamente
a cometer um abuso de linguagem: um tensor é uma entidade matematica que obedece a lei
de transformacao tensorial, sendo caracterizado por uma multiplicidade em cada sistema de
coordenadas.
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k#0=1 — Tensor contravariante
e Variancia k, [ : k#0#1 — 7 misto
k=0#1 — 7 covariante

Exemplo 4. Apresentam-se de seguida alguns tensores:
1. Vector contravariante de peso 1 : v* = |X| X v,
2. Tensor absoluto misto de ordem 2 : ai, = X! XJa’.
3. Tensor absoluto covariante de ordem 3 : a; ;i = X7, Xg/ X,'j, @i

4. Matriz identidade mista: 6%, = X! X7, 6! = [X!'] [Xf/]_l I.

Nota: as matrizes identidade contravariante 6% e covariante d;; nao sao tenso-
res, visto a sua transformacao tensorial nao resultar novamente em matrizes
identidade.

5. Escalares absolutos: a' = a.
A temperatura num dado ponto de um corpo, ou a fungao potencial (gravi-

tica, elastica), nao dependem do referencial utilizado.

6. O vector diferencial dZ = dz'¢ é um vector contravariante:
(2

dxi/ 31‘

/

= By dz' = X,f/ dz'.

7. As derivadas parciais de um escalar V¢ constituem um vector covariante:

007 007 00 _or 09 06, 00
- Oxt = ozt € oxr?  Oz? Ox' or’ T ot

Vo

5 Algebra de tensores

Os tensores podem ser definidos como multiplicidades em cada sistema de co-
ordenadas, pelo que obedecem a algebra de multiplicidades (vide Gil & Lau, 2002);
a Unica diferenca reside na posicao dos indices, que condiciona as operacoes.
Destacam-se algumas regras a que os tensores obedecem:

e Adicao — dois tensores da mesma ordem, peso e variancia (designados do
mesmo tipo) podem ser somados ou subtraidos, tendo-se como resultado um
tensor com a mesma ordem, peso e variancia:

kK _ k k
Cim = Qm + b.lm‘
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e Produto — o produto de dois tensores é obtido multiplicando as suas com-
ponentes
cﬁm = .

A ordem e variancia do novo tensor é dada pela soma das ordens e variancias
dos tensores multiplicados.

e Contracgao — é possivel “contrair” un indice contravariante com um indice
covariante, obtendo-se um tensor de ordem n — 2 (em que n é a ordem do
tensor original):

i i1 2 _
Cjk = Cit = Cag +Co + ... = Ck.

Nota: a contracgao de indices com a mesma variancia s6 ¢ valida en referen-
ciais ortonormados.

e Subida e Descida de indices — as métricas covariantes e contravariantes
permitem “descer” e “subir” os indices de um tensor; ou seja, alteram a sua
variancia: o N

vy = gy V7 vt = gY vy,

— B "
a'; =g aj, = gjr a”.

5.1 Mnemonica para o calculo matricial

A maior parte das operacoes que irao ser efectuadas no calculo tensorial e que
envolvem indices, revelam-se mais faceis de efectuar através do produto matricial.
As operagoes sobre tensores apresentadas em notacgao indicial envolvem somas e
produtos de numeros, pelo que sao comutativas; o mesmo nao se passa com O
produto de matrizes, pelo que alguns cuidados tém de ser tomados, ao utilizar
operagoes matriciais no calculo tensorial. Desenvolveram-se assim algumas regras
empiricas, que facilitam um céalculo correcto:

1. Se o tensor for um vector contravariante, é representado por um vector co-
luna. O indice do vector indica as varias componentes, que estao dispostas
ao longo de linhas; é portanto um indice linha, passando a sua representacao
a ser dada por um indice sublinhado
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2. Um vector covariante é dado por um vector linha, onde o indice indica as
vérias colunas (sendo portanto un indice coluna); este indice néo é sublinhado

'Ui:(Ul Vg ... Un).

3. Se o tensor tem ordem 2, a sua representacao matricial tem como indice linha
o primeiro indice da esquerda, ou o indice de cima

a’; aj; a;.

4. Sempre que as regras acima dadas nao se verificarem, é necessario transpor

o tensor
U1
o =[] = (00 et )=l = | s e = [aY]
Un

5. Numa igualdade, o indice que aparece no membro direito, e a0 mesmo tempo
no membro esquerdo, é indice linha ou coluna consoante o indice respectivo
no membro esquerdo for indice linha ou coluna:

¢t — indice linha;

av = bZk Clk dlj — . ”
] — coluna.

6. Num produto (identificado pela presenca do mesmo indice em dois tensores:
a’ bji), se um dos indices é um indice linha, o outro é necessariamente um
indice coluna (e vice-versa).

7. As multiplicidades devem ser ordenadas de tal forma que os indices comuns
sejam adjacentes, ficando deste modo o indice repetido associado a colunas na
multiplicidade da esquerda e associado a linhas na multiplicidade da direita:

ai = by " & a% = bj), ¢* = a% = by = a% = by, & [a}] = [*] [b; [

a’ =b* o & ¥ =" @ a =" o & al =vF o < [a7] = [vF] [d].

Exemplo 5. Considere as aplicacoes da mnemodnica dada:
1. Calculo do tensor a¥, dado por a® = bi* Y dy,:

a = b dy 7 & [a7] = U] [du)" [eV].
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2. Célculo do vector contravariante v' = g% v;:

. .. . .. 11 12
=g ] 0] ol = (4 9n) (22):

g g

3. Célculo do vector covariante v; = g;; vl

v =gy v & [v] = [Uj}t 9] = [Uj:|t gi] = (v* ?) (gi 52) .

(Note-se que a matriz métrica é simétrica.)

6 Componentes fisicas

Ao representar um dado vector ¥ num sistema de coordenadas nao ortogonal
em R,
T=vie=vle4+02%e+.. v"€=0+Ty+ ...+ Ty, (42)
i 1 2 n

e ao calcular a dimensao das suas componentes, verificamos que estas podem di-

ferir de componente para componente, dado os vectores de base poderem nao ser

normados ||€]| # 1. Por exemplo, ao calcular um vector velocidade em coordenadas
(2

polares,
T=0"¢=v"¢€+v'¢=1ré+ e (43)
4 T 0 T 0
observa-se imediatamente que as suas componentes tém dimensao [v"] = [L]|[T]™! e
[v%] = [T]~! (ou seja, a componente segundo  ndo tem a dimensao de velocidade),
dado existir um vector de base nao normado:
=1 = (2=

1
L] (44)

e
'
el =r = [e]

Para determinar o valor correcto de ¢" ao longo do projeccao de cada vector de
base, é necessario calcular o valor da sua projeccao na direc¢ao do vector de base
em questao:

5] =" Il = v' Vg (45)

(em que nao se estd a utilizar a notagao indicial). Suponhamos que se passa a
utilizar um referencial normado; tal significa que todos os vectores de base foram
divididos pela sua norma; para que o vector ¢ se mantenha invariante, teremos de
multiplicar as componentes pela mesma norma:

(% = ‘;/H‘f“ = ;/\/gn-
= 7=1e=00¢ (46)

@ = ot H?H =o' /G
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A base criada — base fisica ou coordenadas fisicas — garante que os vectores de
base sao normados e, mais importante, que todas as componentes — componentes
fisicas — tém a mesma dimensao, igual a do proprio vector que caracterizam. E
usual definir os vectores de base e as componentes fisicas através da inclusao dos
seus indices em paréntesis curvos.

A base fisica nao tem necessariamente de ser construida para a base natural;
existe também uma base fisica da base dual (que nao tem de coincidir com a base
fisica natural):

@ T T —
e =e¢/lle|l =e/\/g"

vy = v lell = vi /g"

Um tensor t; ¢ dado numa base fisica poxﬂ

(47)

i % J i —
1) =15 NN 1el =15 v Vil (48)

Por uma questao de conveniéncia, designam-se as normas dos vectores de base
naturais por factores de escala — h;, tendo-se

hi = [[€]l = Vg = o = v'hy; (5) = ¢/h;. (49)

Sempre que o sistema de coordenadas utilizado é ortogonal, verifica-se facilmente

que os vectores de base dual sao paralelos aos vectores de base natural e //€. Deste
K3

modo, as suas bases fisicas (naturais e duais) vao coincidir, assim como as respec-
tivas componentes fisicas:

(50)
V) = v = v'h; = v;/h;.
Conclui-se que a base fisica de um referencial ortogonal (caso das coordenadas

polares, cilindricas e esféricas) é “equivalente” a uma base cartesiana, localmente.
O produto interno pode assim ser definido da forma habitual:

-

-0 =ul v = ]| e v = u v = ug 0O =u® oD =g v (51)

3Mais uma vez se chama atencdo para o facto de nio termos estado a respeitar a notacdo
indicial: a expressao diz respeito a um elemento apenas e nao a uma soma.
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Quando se utiliza uma base fisica ortogonal, é usual colocar todos os indices em
baixo (embora tal constitua um abuso de linguagem):

T = v (Q) ;U U = ug) V(). (52)
T
A base fisica tem que ser construida em cada sistema de coordenadas e localmente
(i.e. para cada ponto); a transformagao entre bases fisicas também nao é possivel
de realizar directamente.

7 'Transferéncia das componentes de um vector

Suponhamos que estamos a efectuar observagoes do movimento de queda de
um meteorito em Portugal (P). Em intervalos de tempo constantes, observadores
medem a velocidade do meteorito e enviam esses dados a um centro de observa-
¢ao, localizado no Equador (Q). Os dois centros de estudo (Equador e Portugal)
vao estar a utilizar um referencial ortonormado préprio (neste caso, com um eixo
radial — perpendicular a superficie da terra — e outros dois eixos tangentes a su-
perficie terrestre). Embora ambos os observadores queiram caracterizar o mesmo
fenémeno — o vector velocidade do meteorito — o facto de utilizarem referenciais
diferentes leva necessariamente a que as componentes medidas em Portugal v* (P)
correspondam a um vector diferente, se forem aplicadas directamente aos vectores
de base do referencial do Equador:

-/ ! 5!

v=v"(P)e(P) =v"(Q) e(Q) #v"(P) &(Q) (53)

4 of 4

Torna-se assim necessario transformar as componentes medidas em Portugal de
uma forma adequada, para que definam o vector velocidade nas coordenadas do
Equador.

Podemos sempre considerar que estes dois referenciais utilizados sao a concreti-
zagao de um referencial curvilineo em cada ponto (note-se que o referencial esférico
fisico permite caracterizar um referencial cartesiano, num dado ponto da superficie
do nosso planeta). As componentes de ¥ podem ser entao calculadas no referencial
cartesiano original, utilizando a matriz de transformacao inversa, em cada ponto:

-/

vi(P) = X}(P) " (P) (54)

/

V(@) = X3 (@) v* (Q) (55)

No referencial cartesiano, as componentes de um vector nao dependem da ori-
gem do referencial v*(Q) = 6 v'(P); esta caracteristica permite-nos calcular as

25



componentes em () a custa do conhecimento das mesmas no ponto P:

vi(P) = Xi(P) o' (P)

Resta deduzir a lei geral de transferéncia das componentes de um vector de um
ponto para o outro. Suponhamos que a relagdo entre componentes é dada por
v'(P) =T v*(Q) (e nao necessariamente pela tensor identidade — caso das coor-
denadas cartesianas); entdo a transferéncia das componentes num novo referencial
v = X7 0" é efectuada utilizando o operador transferidor:

T = X5(P) TiX5(Q) (56)

tendo-se a relacao de transferéncia dada por

/

v (P) = T v®

/

(Q) (57)

Destaque-se que o operador transferidor nao é um tensor, dado a sua lei de trans-
formacao ser calculada usando matrizes de transformacao de pontos diferentes.

8 Derivada Covariante

A derivada de um vector ¥ = v'€ em ordem a uma coordenada ¢é necessariamente

(3
a derivada de um produto, pois na maioria dos casos os vectores de base variam
com a posi¢ao. Tal nao é visivel em coordenadas cartesianas, onde os vectores de
base sao constantes (i.e. iguais em todos os pontos): a derivada de qualquer vector
resume-se entao a derivada das suas componentes:
¢ = const : dv/dz’ = (dv? /dz’) €+ v/ (d €/dz’) = (dv’ /da') €. (58)
j j

i f

J

Na maior parte dos nossos calculos os vectores vao ser representados apenas pelas
suas componentes v'. Para se poder distinguir entre a derivada das componentes de
um vector e a derivada do proprio vector, criou-se a nogao de derivada covariante
de um vector:

L dv
Temos entao:
Vi = V;(v'e) = (Vu')e+v'(V;é) = (dv'/0z7)e + v (V,e), (60)
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onde Ov'/dz? é a derivada parcial da componente v’ em ordem a coordenada x”.
Como o vector natural pode ser sempre escrito na sua prépria base € = e*é& (vide
7

7
capitulo [2.3)), temos

V,E = (Veh)e = V0 = (90')0))e + ' (Veb)e (61)

% 7

onde “k” e “” sao indices mudos e portanto é possivel utilizar qualquer letra para

[19¢M

os representar na igualdade; inclusive, pode-se trocar o “k” com o “7” no ultimo
termo de ([61))

v'(Vjef)e = v (Veh)e (62)

tendo-se: ,
Ve = (2L v e 63
o= (Gt v g o

Como pretendemos usar apenas as componentes do vector na formulagao das equa-
¢oes, a derivada covariante de um vector (contravariante) é dada pela expressao:

o'

Vvt = —— +oF ngi. (64)

A derivada covariante das componentes dos vectores de base natural é definida
pelos simbolos de Christoffel: ' .
Ujw = Ve, (65)

onde I';; é a derivada covariante em ordem & coordenada 7, da i - ésima compo-
nente do vector de base natural €; deste modo, a derivada covariante de um vector
k

expresso pelas suas componentes contravariantes pode ser escrita em funcao dos
simbolos de Christoffel: hy
V' ok
= 50 + I 0" (66)
Algumas caracteristicas da derivada covariante e dos simbolos de Christoffel
sao:

7
Vj’U

e Em coordenadas rectilineas, os vectores de base sao constantes, pelo que a
sua derivada covariante ¢ nula I, = 0, ou seja, a derivada covariante de
qualquer vector coincide com a derivada (parcial) das componentes:

(67)
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e A derivada covariante de qualquer funcao escalar é dada apenas pelas deri-
vadas parciais, em qualquer sistema de coordenadas:

o0

Vb= o

(68)

e A derivada covariante é um tensor, obedecendo a lei de transformagao ten-
sorial:

Vj/'Ul = XZ Xj/ v]"Ul; (69)
contudo, os simbolos de Christoffel nao representam um tensor.

Prova-se facilmente (vide anexo eq. [160) que os simbolos de Christoffel
obedecem a lei de transformagao

, L , . 0%t

e (70)

pelo que as seguintes observacoes podem ser feitas:

e Os simbolos de Christoffel nao constituem um tensor, pois nao obedecem a
lei de transformacao tensorial (repare-se na presenca de um termo adicional).

e Numa transformacao rectilinea, os vectores de base sao constantes:

- Oaf 0%at
[ _
X = = = const = 97 0a

o =0=>T%, =X/ X, Xk T, (71)

. e e , . ; i/ .
Se o referencial inicial ¢ o cartesiano, I, = 0 = I, = 0; como seria de
esperar os simbolos de Christoffel sao nulos em qualquer sistema de coorde-
nadas rectilineas.

e Utilizando uma transformacao arbitraria, mas em que o referencial inicial é
o cartesiano (I, = 0), temos a lei de transformacao:

it i’ azxi it i
F.j/k.l - Xz W = F.j’k’ - F.k"j’ (72)

pelo que se conclui que os simbolos de Christoffel apresentam simetria nos
indices covariantes.

e Designa-se por simbolos de Christoffel contraidos, a contracgao: I'y, =T,

Efectuamos a derivada de um vector contravariante (ou seja, dado numa base
natural). Vamos estudar agora como se escreve em notagao indicial a derivada de
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um vector covariante, dado como combinacao linear de vectores de base dual; para
o efeito vamos utilizar a relagao fundamental da anélise tensorial ((11))

— -

e-&=0= Vi(d) =06 V(e &) =06 (Vie)-é4e- (Vi) =0,  (73)
J J J J

assim como a expressao para a derivada covariante de um vector natural (59))

(vké> : ?I —c- (Vk?) = _é ( k;g) k]é ?: _F%kj(sli = _F.ik' (74)

-

Através da relacao fundamental , podemos também deduzir a seguinte expres-
sao

7 - <l z 7 - 7 l 7 — i

(75)

Q@l

Comparando e , temos a relacao para a derivada covariante de um vector
de base dual:

Vie=—Tie (76)
Observa-se imediatamente que, a excepcao do sinal menos, a expressao da derivada
covariante dos vectores de base dual ¢ semelhante a da derivada dos vectores
de base natural ; tal seria de esperar, dada a relacao fundamental que os une
: quando os vectores de base natural “aumentam”, os vectores de base dual tém
necessariamente de “diminuir”, na razao inversa, o que leva a que as suas derivadas
tenham sinais contrarios.
Ao utilizar as componentes dos vectores de base dual, temos a expressao:
p : : :

. . j y j . ‘7 y .

D=y

v (77)

Podemos finalmente escrever a derivada covariante de um vector v, dado quer
em componentes contravariantes ou covariantes:

)

Viv' = pe 5+ + I, o (78)
Ov;
Vv = 8_30?“ — Tl (79)

De uma forma genérica, a derivada covariante de um tensor misto vai apresentar
um simbolo de Christoffel por cada indice que possua; para um tensor misto de
ordem 2, teremos:

i

Vi = %

+ T, tg. — F%kj t (80)
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No caso das métricas covariantes e contravariantes, temos as derivadas covariantes
dadas pelas expressoes

agij l l
Vngij = proie Ui gy — Uy gins
S V) . ) .
Vng” — g +F;ngl]+r7]dgll-
ox"

Estas vao ser nulas, no caso das métricas cartesianas (g;; = d;; e g = 6"):

i = 0;; = const.
Jii ! agij

= Vagij = e

. Fin gij — FiLj g =0 (81)
", =0

J

(O mesmo se verifica para a métrica contravariante.) Como a derivada covariante é
um tensor, a derivada covariante da métrica (covariante ou contravariante) ¢ nula,
em qualquer referencial:

ij 'y yn yvi vi ij i'j
Vaug? =0 N Vypg? =X5 Xi X5 Vag? = Vyg? =0. (82)
Muitos leitores acabam por fazer a pergunta:
Porqué a designacao “derivada covariante”?

Repare-se que a derivada é necessariamente uma funcao que se aplica a um tensor
(quer este seja dado por componentes contravariantes, covariantes ou ambas); deste
modo, é dada no espago das fungoes (espago dual), tendo componentes covariantes
— esta é a razao do seu nome.

8.1 Simbolos de Christoffel em coordenadas ortogonais

Embora se possa utilizar a lei de transformacao (70]), no cdlculo dos sfmbolos
de Christoffel, existe uma expressao (162)) que relaciona os simbolos de Christoffel
com as métricas (dada no Apéndice ,

‘ 1. g OGen  Oin
F’.k:_gm{— Iik | O9kn | G095 }; (83)

2 oxn oxJ oxk

esta expressao € muito mais simples do que , sendo sempre a utilizada na
determinacao dos simbolos de Christoffel.
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Quando as coordenadas sao ortogonais, (83)) simplifica-se nos casosﬂ

Vi jitkj#k: T =0 (84a)
L, L ;09
‘v’z;éjzflij:§g Dai (84b)
N 1 ;095

Todos os indices iguais: I, = (84d)

27 0xt
pelo que temos apenas de analisar as varias componentes da matriz da métrica
covariante, e as suas derivadas.

Exemplo 6. No caso das coordenadas polares temos a matriz da métrica cova-
riante ja deduzida (vide exemplo |3 pag. , em que a Unica componente que
depende das coordenadas é gy = 12 (sendo fungao da coordenada r). Deste
modo, a Unica derivada nao nula é

892/2/
=2 85
or " (85)
pelo que os unicos simbolos de Christoffel nao nulos sao:

/ 1 ! /8 1971

F.GTG = F?@r = F.22’1’ = 592 2 227“2 = T_l; (86)
r ’ 1 11/ 892/2/

Iye =Ty = —591 ! 5 - " (87)

9 Operadores diferenciais

Vamos finalmente mostrar algumas das aplicagoes da analise tensorial, nomea-
damente no céalculo dos operadores diferenciais; estes aparecem em todas as equa-
¢oes da Mecanica, muitas das vezes expressas em referenciais nao conhecidos. A
forca gravitica pode ser sempre definida pelo gradiente de um potencial F = —Vo.
No referencial cartesiano, é conhecida a expressao para o gradiente

Vo = (0p/0x', 0¢/0x*, 0p/0x®).

4Note-se que a convencao da soma nao é utilizada em , pelo que a repeticao de indices nao
indica a presenca de somatério: cada simbolo de Christoffel é dado apenas pelo termo indicado
na expressio; e.g. I'y = (1/2)g'*0g11/02% — vide Apéndice
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Mas como serd dado o mesmo gradiente em coordenadas cilindricas? Ou noutras
coordenadas quaisquer, definidas para um problema especifico? E o que vamos ver
neste capitulo.

9.1 Gradiente de uma funcao escalar

O gradiente de qualquer funcao escalar (que dependa das coordenadas) é re-
presentado por um vector covariante, em que as componentes sao dadas pelas
derivadas covariantes:

K 00k

radgp = Vo = Vo e = e 88

gradg = Vo = Vi € = o1 (89)

Note-se que a derivada covariante de um escalar se resume a derivada parcial do
mesmo. Em coordenadas fisicas o gradiente é definido da forma habitual:

Vo= Vo € (89)
onde:
Vi = Vg* V4o (90)

B
_E =k (01)

9.2 Divergéncia de um vector (contravariante)

A divergéncia de um vector (representado pelas suas componentes contravari-
antes) é definida como a contrac¢ao da derivada covariante do vector:

% %

ov . x_ Ov

dive' = Vo' = =95 +I"0" = 5 + Ty (92)

Utilizando a férmula de I'y (169), a expressao para a divergéncia simplifica-se

;1 o' 1 OVg 4 ;
Vzv—ﬁ g@xi+\/§8xkv = Vv' = \/_am’

Em coordenadas fisicas, v = HEHU = /gv’, ou seja

l VIO \ /G

(vgv') (93)
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Mais uma vez se chama a atengao para o abuso de linguagem utilizado: embora
se repita quatro vezes o indice ¢ com a introdugao da componente da métrica g;;,
continuamos a efectuar um somatério em ¢

, 1 0 vl 0 v? 0 v?
o= (8 () () () o
V9 Ox g1 Ox 922 Ox 933
Em coordenadas cartesianas, onde a métrica é a matriz identidade, temos a ex-
pressao familiar

;o ot o O
Viv' = ox! + 0x? + ox3’ (96)

9.3 Laplaciano de uma funcao escalar

O laplaciano de uma funcao escalar consiste na divergéncia do gradiente

g 1 0
Ap =V, (ngﬂﬁ) = A¢ = ﬁaxi

Em coordenadas cartesianas, ¢ = §¥, pelo que o laplaciano assume a expressao

(vasg2). (97)

no_ OO g PO P9

T 020 9r? oyt 0%

(98)

9.4 Rotacional de um vector

A definigao de rotacional de um vector utiliza o produto externo de dois vecto-
res. Torna-se assim necessario caracterizar primeiro o produto externo para quais-
quer coordenadas, em notacao indicial. Em coordenadas cartesianas, o produto
externo o
7

Ax B=(AxB)e=(Ax B)e (99)
é representado através do simbolo de permutacao
1 se {ijk} for permutacao par de {123};

Cijk = 0 se 1= j, 1= k', j = ]{Z, (100)
—1 se {ijk} for permutacao impar de {123};
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este é dado sempre com os indices em baixo (pois em coordenadas cartesianas nao
se torna necessario diferenciar as componentes covariantes das contravariantes):

(Ax B) = (Ax B); = e;ju A B* =

(g X §>1 = €15k Aj Bk — €123 A2 BS + €132 A3 32 = A2 B3 — A3 BQ;
= (EX g)g :egjkAj Bk26213A1 B3+6231A3Bl = —Al B3+ASBl;
(g X §>3 = €35k Al BF = €312 Al B? + €391 A3 B = A' B2 — A% BY.

(101)

Contudo, o produto externo definido com o simbolo de permutacao nao se mantém
invariante, quando se aplica uma mudanca de coordenadas. Tal deve-se ao facto do
simbolo de permutagao ser um caso particular (para coordenadas ortonormadas)
do tensor de permutacao:

Eijk = \/ﬁez’jk; (102)

. 1
gk — —_ @ik, 103
75 (103)

Em qualquer sistema de coordenadas, o produto externo é assim definido pelo
tensor de permutacao:

x B) = % A; By; (104)
X E)Z = &ijk Aj Bk (105)

(
(

O rotacional de um vector é definido como o produto externo do operador
diferencial V — derivada covariante, com o proprio vector

BN

rot v =V x v = (V x 9)'¢ = (V x 0)" = 7"V, (106)

Para o caso particular de um espago com trés dimensoes, e com o indice ¢ fixo,
o tensor de permutacao s pode tomar dois valores nao nulos: para i = 1, temos
e!?23 =1 e e = —1. Conclui-se entao que cada componente do vector rotacional
rot ¥ é dada apenas pela soma de dois termos

(V x 0) = 9%V 0, + %V 05 = 7% (V01 — Viv;) (107)

(onde i # j, i # k e j # k). Note-se que mais uma vez, deixamos de utilizar
a notacao indicial e que a expressao acima dada corresponde apenas ao calculo
do termo apresentado (e nao a um somatério). O rotacional revela-se assim um
operador muito simples de calcular, tendo-se apenas o cuidado de atribuir valores
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diferentes entre si aos indices do tensor de permutagao; por exemplo para a primeira
componente

1
(V X 17)1 = 8123(V2’03 — ngg) = 8132(V31)2 — V2U3) = E(VQU;), — V3U2). (108)

A expressao (107) ainda se simplifica, se atentarmos na defini¢ao de derivada co-
variante

avk 1 avj 1 8vk 8Uj
le)k — Vkvj = % — F.jk v — % + F.kj v = % — @; (109)
o que nos leva a expressao final para o rotacional de um vector:
T I
(V x v)i = £k (a_;):]; - 8—2{) (comij, ik j#Fk). (110)

Em componentes fisicas, temos a expressao

; \/ i /i ~ij 0 V(k) 0 U(5)
= (e laxj ( gkk> Ok (V:]J'j

(111)

10 Diferencial absoluta e intrinseca

Em coordenadas rectilineas, os operadores diferencial e derivada (em ordem a
um parametro t), sdo definidos em funcao da derivada parcial

0 0 d dz' 0 0
+dt—=— =

d=de'o> o & At oat ot

(112)

Em coordenadas curvilineas, substitui-se a derivada parcial pela derivada covari-
ante, tendo-se as novas definicoes

, 0
Derivada absoluta: D = dz'V,; + dtg; (113)
da’ 9]
Derivada intri; o —=—V,+ —. 114
erivada intrinseca: 7 = —-Vi+ o (114)

Tanto a derivada absoluta como a derivada intrinseca sao tensores, obedecendo a
lei de transformacao tensorial (41)).
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10.1 Aceleragao em coordenadas curvilineas

A nocgao de derivada intrinseca permite-nos calcular a derivada de um vector em
ordem a um parametro; se o vector caracterizar a velocidade de uma particula e o
parametro for o tempo, entao temos definida a nocao de aceleracao, para qualquer
sistema de coordenadas curvilineas.

As componentes do vector velocidade sao sempre dadas pela derivada das co-
ordenadas, independentemente do sistema de coordenadas utilizadoﬂ:

V' =—=3'"=>7=1ve=1 (115)

<.
s

No entanto, a aceleracao — derivada do vector ¥ — tem de entrar em conta com a
derivada dos vectores de base (além da derivada das componentes), o que implica
a utilizacdo da derivada covariante. A aceleracao é dada entao pela derivada
intrinseca da velocidade em ordem ao tempo:

Dy . Duvt dad O
_)E —_— g pr— pr— —_— 11
e TR s TR L (116)

Aplicando a definicao de derivada covariante

. (O , ot Ovt . ai

e substituindo v = dz?/dt na expressao acima dada,

; dxf ot ot . . dvt
a 25@4—54—?%@% ZE—FF.J-,CUJU ,
temos as férmulas para a aceleracao
=9 + I k,vj (118)

Nos casos (extremamente usuais) em que a velocidade nédo depende explicitamente
do tempo, podemos escrever (118)) como

a' =i+ T kx] (119)

5Note-se que a velocidade nem sempre é dada pela derivada do vector posicdo; em muitos
sistemas de coordenadas, o vector posicao nem sequer pode ser definido.

36



10.2 Velocidade e aceleragao em coordenadas polares

Um exemplo bastante comum de aplicacao da analise tensorial consiste no
célculo da velocidade e da aceleragao em coordenadas polares (r, #), e consequente
utilizagao na descricao do movimento de particulas.

Em coordenadas polares a velocidade é dada por

U=4'¢=a'¢+i’¢= ¢5+é§: (120)
Para obter as componentes fisicas, basta multiplicar pelas normas dos vectores:
1 1 _
vt=r1r v\ =7 .
.= . =>Uv=r€+rfe. 121
{v2—6 {v@’:w TTOTTG 120

A aceleragao contravariante (118)) é dada no referencial polar pela expressoes:

a' =o' + T vlvh =7 4 Thyv*e? = 7 — r62; (122)
a’ = 0% + F?jkvjvk =0+ 2% v'v? =0 + 2r170.
Em coordenadas polares fisicas, temos a expressao ja conhecida
(1) — § — 162 A . .
a F—r L. 2\ - LA o
. . =ad=(F=rb 0+ 2r0) €. 123
{ al® =10 + 270 a=(F-r )(f) +(rf+2 )(2) (123)

Passamos a apresentar dois casos especificos nossos conhecidos.

Exemplo 7. Movimento circular — Sempre que o raio da trajectéria é cons-
tante, as expressoes para a velocidade e aceleracao simplificam-se, obtendo-se as
féormulas ja conhecidas:

r = const = . (124)

=ad=—-rw’e +are,

(r) ()
onde se identificam facilmente os termos referentes a velocidade tangencial (wr),
a aceleragao centripeta (—rw?) e a aceleragao tangencial (ar).

Exemplo 8. Movimento devido a forga central — Neste caso, a forca encontra-
se sempre dirigida para a origem do referencial: f = f(é') . Pela segunda lei de

Newton:

. f =mi — mro?,

Femis (125)

0 = mrb + 2mif & r(rf + 270) = 0 & (r29) —0.
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temos a equacao do movimento segundo 6
720 = const < r(rf) = const, (126)
conhecida pela Lei das dreas de Kepler:

Um corpo sujeito a uma forga central descreve areas iguais em tempos
iguais, ao longo da sua trajectoria.

11 Aplicacoes

11.1 Coordenadas cilindricas

Como ja foi referido anteriormente (vide [2.2.2)), as coordenadas cilindricas re-
presentam uma extensao das coordenadas polares, em que a coordenada z se man-
tém invariante; tendo-se ja deduzido a matriz da métrica covariante em coordena-
das polares (vide exemplo |3] pag. , a sua métrica covariante é assim dada pela
matriz
0 0
r? 0|, (127)
0 1

gi’j’ =

OO =

tendo-se ¢ = det(gyjs) = r. Das componentes novas que a métrica covariante
passa a apresentar (em relacdo a métrica covariante polar), a tnica diferente de
zero é constante (gy3 = 1), pelo que a sua derivada é sempre nula; deste modo, os
simbolos de Christoffel nao nulos das coordenadas cilindricas sao os mesmos das

coordenadas polares :

919! 892/2/

F?re = F.e =T% 21 = 59 “or = 7'713 (128)
1 . /89 191
Iy =D = —59"" % = —r (129)

Com o conhecimento da métrica covariante e dos simbolos de Christoffel, po-
demos deduzir os operadores diferenciais para as coordenadas cilindricas (onde se
apresentam também as férmulas para as coordenadas fisicas):

e Gradiente

s
a0

Y

<b<r 06 0 D¢ ()
o T g T ¢

@ﬁl

Vo = (130)

Sk

+a—¢é



e Divergéncia

(131)

1 @' (\/gv(i)> _ {5(@@) . on® . 8(m(z>)} (152)

e Laplaciano

L0 (00N 1[0 (06) 0 ( 05\ 0 (06
Agb_\/gé?xi (\/gg 83:3')_7"{87" (Tar)+89 (T 8«9)+8z (Taz)}
(133)

¢ Rotacional

(Vxov) =r1(0v,/00 — dvy/Dz)

, o OV ov;
i _ gk kYY) 0 _ _ -1 _
(Vxv) =e¥ (% 8xk) =< (Vxv)! =—r""(0v,/0r — 0v,/0z)
(V xv)? =171 (dvg/Or — Ov,/00)
(134)
. g 0 v 0 o
(1) — — _ijk (k) . (4)
(V X U) gii € lax] < gkk> 8{Ek < —gjj>] =
(V xv)") =p~1 [av(z)/ae -0 (7"?](9)) /82}
= (V X v)(e) = — [8v(z)/8r — 87)(7")/82} (135)
(V x v)®) =p1 [8 (T’U(g)) Jor — 8U(T)/80}
11.2 Coordenadas esféricas
As coordenadas esféricas podem ser definidas pela lei de transformacao:
x = rsinf cos ¢;
y = rsin 0 sin ¢; (136)
z=rcosf.
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A matriz de transformacao inversa é calculada directamente a partir das relagoes
acima dadas

oy sinfcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing
X = Ere sinflsing rcosfsing rsinfcos¢o |, (137)
& cos —rsinf 0

assim como os vectores de base natural:

/

¢ = (sinf cos ¢, sinfsin ¢, cosh);
¢=uxlé= gz r (cosf cos ¢, cosfsin¢g, —sinf); (138)
gz r(—sinfsin ¢, sinfcos ¢, 0).
\

A partir dos vectores de base natural, é possivel calcular as métricas covariante e
contravariante:

1 0 0 N 1 0 0
gi/j’ — O 7'2 O :> ng — O 7°_2 O ; (139)
0 0 7r2sin’6 0 0 7r2sin 20
assim como o determinante g = det (giy7) = r*sin®*#. Pela matriz da métrica

covariante, conclui-se que existem apenas duas componentes a variar:

/

Goor = g (1) = gor ($1 ),
g3rzr = 93'3'(7“7 9) = 93/3'($1/, $2,)7

pelo que temos de considerar as derivadas:

9gora

ar T, ( 0)
ag’; Y — 9rsin®0; (141)
gzy _ 5 .

20— sin(26). (142)
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Como as coordenadas esféricas sao ortogonais (repare-se que a métrica é diagonal),
podemos utilizar as expressoes (164]) para o calculo dos simbolos de Christoffel:

e
T =T = %g”’ @agjff’ = %r%r =rY (143)
I3, =%, = % i %’;”1‘”;' = %7“2 Siln2 52 sin?f = r1; (144)
I, =13, = %93/3/ aag;’/;/ = %TQ si1n2 7 2r? sinf cos § = cot 0; (145)

e, = _lgi’i’%

797 799 g

_1 11’ 692/2/ ]_

v _ .

F.2’2’ - 29 &Ell - _§2T = - (].46)
! ]. ’ /a 3/ ].

L. = —591 ! 89;,3 = —527“ sin? @ = —rsin” 6; (147)
/ ]. / /a 3/ ].

[, = —§g2 2 ag;; = —57”27”2 sinf cos@ = —sinf cosf. (148)

Todos os outros simbolos de Christoffel que nao se encontram indicados, sao nu-
los. Com base nos simbolos de Christoffel e nas métricas, podemos calcular os
operadores diferenciais:

e Gradiente

Ob 7 9dg 04 0D oD (9 1 0d (&
U - 024 0294 " 0P 0 ()

_ 2 1o 14
or 1 00 3 St % ¢ T rsmaog ¢ (1)
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e Divergéncial|

L, 1 0 ;
Vv_ﬁﬁxi (\/Ev)
— r281in9 {%(r sinfv”) + = (r*sin6o”) + — (r’sin Ov )} (150)
(@)
vi— -0 (VoL
V9 0zt \ Vi
_ L [9 egne® © ®)
r2sin9{37’ (r*sinv") + — (rsinfv )+8¢ (rv'?) (151)

e Laplaciano

1 0 0D
= — v__ =
e V9 0z (\@g &vﬂ')

1 0 ( , 0P 0 0P 0 1 00
= 55 {87’ (7" sm@ar> + = 50 (5111986) + 96 (sinﬁ&;ﬁ)} (152)

¢ Rotacional

(V X 0)" = 52— (0v0s/00 — Dvg /D))
- ov v
(V x v) = gk (89{;’; 8x2) =< (Vxv)! = =52 (Ovy/Or — Ov, /09)
(V x0)? = 21— (Ovg/Or — Ov, /00)
(153)
A | 0 v 0 v(;
(@) — — ~ijk (k) o (4)
o =vme g () - () =
(V X U)(T) = ﬁ [8 (sin 92)(@) /88 - 87}(9)/8¢]
=1 (Vx0)D =——L_19 (rsinfuy) /Or — 0v(/0¢] (154)

(V> 0)@ =20 (rvw) /Or — vy /6]

SPor conveniéncia e por ndo suscitar confusdo, deixou-se de colocar plicas nos indices das
matrizes da métrica e do simbolo de Christoffel; estes continuam no entanto a dizer respeito ao
referencial cilindrico.
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A Lei de transformacao de F?'jk,

Consideremos um Vector contravariante, representado em dois sistemas de co-
-/ -/ . i’ .
ordenadas U = v’ e = e onde v" = X! v" =" (0x")/(0z"). Como se pretende

que a derivada covarlante seja um tensor, tera de obedecer a lei de transformagcao

tensorial (41] .

o' . . 0zt 0z
i’ I 3 k
Vit =X; X5 V; Ve —— Ere P+ vt = s (%]V ' (155)
Colocando em evidéncia o termo com os novos simbolos de Christoffel, temos
” ; L, o' 0" ot o
7 kK _ Lt — ol
v =V 57— Ot D7 Vv e (156)

Por outro lado,

o' ot o 9 [ox
— = —— (v") = X!, — '] =

Oxi" Oxd" O (") 70w (8aﬂv)
j 82 u i X ax 8'1) _
7" O J@xl 9" Oxt Ox
: 82 u /81)
J J 3
7 Dmioni” v+ XX —— py (157)

Substituindo (157) em (156]), obtemos a lei de transformagao dos simbolos de
Christoffel:

i’ K i’y _vd 9%ty il Ot __
Yo = X7 X9,V 0f— XT X, X

— v vJ i_ Ov i 9% i
=X X, (Vi - 85) - X e =

3" Oz Ox?

-1 1 : 2
= X7 X310 0k — X3, 02 o

Jj’ 0xIox

_ i vIi vk J vk 0% K
- <Xz Xj/ Xk:’r X Xk’ awaﬂ) v

-/
821,1
o
M 9 oak

Se multiplicarmos ((158)) por matrizes de transformacao, de forma a isolar o primeiro
termo do segundo membro da igualdade,

=07, = XU XD XET, — X0 X (158)

i vi vk i i i 02a”
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e se trocarmos os indices (¢, k', — 1,5,k ; i,j,k,— 7', j', k'), temos uma outra
forma de escrever a mesma lei de transformacao
3 L 92y 2,
X! X)X Tl = T —XZW = T = X{ X) Xp T + X 8?8 E
(160)
neste caso, calculam-se as segundas derivadas das coordenadas antigas (z') em
ordem as novas coordenadas (z%').

B Férmula para o cilculo de I'),

Usando a expressao da derivada da métrica covariante (82), podemos escrever
trés expressoes equivalentes, através da permutacao dos trés indices:

a .

Vingijk = agjf — I Gk — T, gjm = 0; (161a)
agkn m

ngkn = &W F]k Imn — F.jn Gkm = 0; (161b)
ag n m

Ao subtrair (161a)) a soma de ((161b)) com (161¢)), temos

09k 9Gkn 0gjn m _
_3zjn+aw]+ J _QF gmn_0<:>

m St ni | 094 OGkn 9gin
& 207, g g™ = 2T407, = g {%+57k+8%}

o que nos conduz a uma expressao para o calculo do simbolo de Christoffel, a partir
das matrizes da métrica

i L 99k . OGkn | OGjn
F'j'“ N 29 { ox™ + oxJ + oxk |- (162)

Com a férmula atras obtida, é possivel calcular os simbolos de Christoffel através
do conhecimento prévio da métrica do sistema de coordenadas (sem ter de recorrer
a lei de transformacao de coordenadas).

Num espaco vectorial de trés dimensoes, é necessario calcular 18 simbolos de
Christoffel; seriam 27, se os simbolos nao fossem simétricos, nos indices covariantes:
I, =T}, Como cada I'}; é dado por um somatério no indice n, o calculo de cada
simbolo pode ser uma tarefa com um nimero elevado de operagoes (embora as
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derivadas se repitam em grande nimero, de um simbolo de Christoffel para outro).
No entanto, sempre que o referencial é ortogonal, a expressao ((162)) simplifica-se

OGkn | Ogjn _agjk
dxi — dzk |7

Vl#J,gij:0:>F.jk:§g {

(163)

(Note-se que ja nao estamos a utilizar a convenc¢ao da soma: o facto de o indice
aparecer trés vezes no segundo membro da igualdade nao levanta assim problemas,
visto nao representar um somatério.) Consoante os indices do simbolo de Christof-
fel a calcular sao iguais ou diferentes entre si, teremos uma expressao simplificada
diferente:

Vitjitkjtk: T =0 (164a)
1,00
 F g = —g" = 164
Vig Ty =59"5 5 (164b)
C T 1 10955
Vi#£j: Iy = 59" 50 (164c)
10
Tod indices iguais: I';;, = —¢"—=——. 164d
odos os indices iguais: I'; = 5¢" 2 ( )
C Foérmula para o calculo de I
Consideremos o determinante da métrica covariante g = det [g;;]; como
g7 = [gij]il = . G (165)
det [g;]

(onde GY é a matrix dos cofactores de g;;), temos

09 _ 99
g i

(166)

Ao utilizar 9g/0x* = (9g;;/02%)(0g/Dg;;) e a derivada covariante da métrica co-
variante,

g”:—G”jg:[g”} ICTW,J:gisz]:>
g

agij
oxk

oxk

Vigij =0 - F{ki Gij — F%kj gi =0 = F{ki 9y + F%kj Git, (167)
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obtemos a expressao

dg [ dg \ " dg i
Ok (ag”) = F{kzi gij t F%kj git < B (ggj) = F{m‘ g1 + F{kj gil <~
ij
1 0g i ; ; dlng
5@ =g (Flkz g1 + P{kj gil) - 5lr%ki + 511 F%kj A W = F%kl + F{kl = 2I%,

(168)

que nos permite finalmente definir os simbolos de Christoffel contraidos em funcao
da derivada do determinante da métrica:

_lﬁlngﬁr _8ln\/§_i8\/§
T2 Oxk T gk —\/ﬁax’“‘

I (169)
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Exercicios propostos

1. Escreva em notagao indicial:

a) H(/Txé) x C

CowfarBed], o i (840).
2. Usando notacao indicial, mostre que:
0 (B O)x(Bx B) = (4. B) [ (5 )| (4-5) [5- (5 < )]
b) (ﬁqu){(ExCﬁ) X ((7><l3)] =
— A (Bx )| |B-(CxD)|-|A- (¢ D)||B- (5 xT)].
3. Considere em R? a transformacao de coordenadas
v’ =143y,
{y’:—\/§x+y—l—1.

a) Determine as componentes dos vectores de base natural e dual de (z/, y')
em (z,y).
b) Represente-as geometricamente em (z, y) na origem do referencial (2, /).

¢) Determine as componentes fisicas do vector V* = (1,1) de peso 1, no
referencial (z/,y').

4. Considere a transformacao de coordenadas z* — z% definida em R? por

¥ =3x— 1y,
Yy = —dx + 2y.
Determine:

a) As componentes dos vectores de base natural e dual de (z,y) em (2/,y'):

il > i
=e' € e =eye.
i

.y
D]

<

b) As matrizes da métrica covariante e contravariante do ref. (2’,7/).

¢) O vector V7' associado a Vi, sabendo que V; = (1,1) de peso 2.
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. . il , .
d) A matriz A;; associada a A'7', sabendo que A é um tensor covariante

absoluto de ordem 2, representado pela matriz

10

5. Com base na figura dada:

Determine as componentes dos vectores de base
natural do novo referencial sabendo que a base
¢ normada.

. s y
Calcule as matrizes de transformacao X} e X .

Determine os vectores de base dual e
represente-os geometricamente.

Calcule os tensores da métrica covariante e con-
travariante.

Calcule as novas componentes v sabendo que
V; = (]_, 2)

6. Dadas as componentes cilindricas dos vectores absolutos v’

P =

(I,7/4,1) e u; = (1,—1,0) em Q = (1,7/2,1), em que

(r,0, z), calcule:

a)

O produto interno entre u e .

(@

(1,3,2) e

17 JZ2, (L’S>

m

b) As componentes contravariantes do produto externo de @ e de ¥, i.e.

(@ x ¥)" no ponto Q.

c¢) As componentes covariantes do produto externo de ¥ e de @, i.e. (U x @),

no ponto P.

7. Considere a transformacao de coordenadas

definida num subconjunto admissivel de R2. Determine:

= exp [—(I + y)ﬂ , Y =exp [_(37 - 9)2] ,

a) Os vectores de base natural e dual de (2/,4') em (z,y) no ponto P =

0,1).

b) A matriz da métrica contravariante ¢°/ em funcdo de = e y.
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c) As componentes contravariantes do vector V', sabendo que as suas com-
ponentes covariantes sao: V= (z +y) 2 eV, = (z —y)~ 2

8. Considere o sistema de coordenadas em que (z,y) é o sistema de coordenadas

cartesianas:
' =In(z+vy), vy =In(y — ).

Calcule:

a) As matrizes de transformacao directa e inversa.

b) Os vectores de base natural e dual, de (2/,y') em (x,y).

c) As matrizes das métricas covariante e contravariante de (2, y’).
d) o vector A" de peso 41, sabendo que A; = (0,1).

e) Indique se o novo sistema de coordenadas é ortogonal.

9. Dada a transformacao de coordenadas

x = 2,
y=n"—&,

em que (x,y) é o sistema de coordenadas cartesianas, determine:

a) As matrizes de transformagao directa e inversa.
b) Os vectores de base natural e dual, de (£,7n) em (z,y) e vice-versa.

¢) As matrizes das métricas covariante em (£, 7). Diga com base na matriz
da métrica calculada se os vectores de base sao ortogonais ou nao.

d) O vector polar v, sendo dado v* = (1, —1), no ponto P = (£,n) = (0, 1).
Represente geometricamente os vectores de base § e o vector v¥ no ponto

P. Z

10. Seja a mudanca de base em R2,

g=92¢—¢
1/ 1 2
E=¢—¢
2/ 2 1

em que {?, g} é a base canodnica.
vy
a) Represente graficamente a base dual < e, e ».
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b) Sejam uy = (—1,1) e v = (—1,2). Calcule o produto interno @ - 7 e
[o]]-

. o = Ry
¢) Determine uma base ortonormada {e, e} para a qual o tensor t'7 =
1// 2//

S . - .
v*v? tenha uma representacao matricial do tipo
ti/j/ _ a 0
0 0
e escreva a matriz correspondente.

11. Determine os simbolos de Christoffel para a transformacao de coordenadas
="t
Yy =er v,

12. Dados os vectores V' = (r,r6) e W' = (r?,rf) em coordenadas polares,
determine:

a) As suas derivadas covariantes V;V' e V,;W".
b) A divergéncia de V¥, no ponto (p,6) = (3,7/3)

c) As componentes covariantes do rotacional de W*.

13. Considere um sistema de coordenadas (z,y) em que a matriz da métrica

covariante é
ey 0
gij = 0 e® .

a) Todos os simbolos de Christoffel.

Determine:

b) As componentes da derivada covariante de u' = (z,y).

c¢) A divergéncia de u’, no ponto P = (1,1).

14. Considere uma nova transformacao de coordenadas:

v=a') (&% +y"),
y=v/ (" +y?),
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15.

16.

em que (z,y) sao as coordenadas cartesianas. As matrizes de transforma-
cao directa e inversa, e a matriz métrica covariante da transformagao de
coordenadas, sao respectivamente:

. y/2 — /2 —QZL‘Iy/
X! =
7 < —Q.T,y/ .73/2 _ y/2 )

; 1 y/2 — 72 —2?[7/y/
X = 2\ o9y 202 |
R 22"y Y

1(1 0
90 =7 \0 1

(onde se utilizou R = R(2',y) = 2 + y?).

a) Determine os pontos, caso existam, onde os vectores da nova base tém
norma igual & unidade e diga, justificando, se o novo sistema de coor-
denadas é ortogonal.

: i : i
b) Determine os vectores de base e quando escritos na base e e as compo-

nentes dos vectores de base ¢ quando escritos na base €.
(2 7

¢) Sejam os vectores v = (1,1) e w’ = (—1,3) aplicados no ponto
(2',y") = (1,2). Calcule ¥+, v, vy e v;.

d) Determine a acelerag¢ao no novo sistema de coordenadas no caso de uma

particula com velocidade dada por @ = z"2€.
zl

O movimento de uma particula de massa unitdria (m = 1) é descrito em
coordenadas polares pelas equagoes do movimento

O(t) = exp(t) — 1, r(t) =14 cos[0(t)].
Calcule:

a) As componentes fisicas polares do vector velocidade, quando ¢t = In(1+
7/2).

b) As componentes fisicas polares do vector acelera¢ao, no mesmo instante.

Considere em coordenadas cilindricas os vectores A e B de componentes
contravariantes

A" = (p,1,0), B" = (0,1,0).

Calcule:
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17.

18.

19.

20.

—

a) A-B;
b) A x B;

C) VQAP; V@AG; V@Be.
Considere no plano as coordenadas bi-polares definidas por

sinh « sin 8
Tr = —’ = — Y,
cosh a + cos 8 Y cosh a 4 cos 3

com —o0 < a < 400 e 0 < B < 7. Determine:
a) Os simbolos de Christoffel.
b) A base fisica.

c) As componentes fisicas dos vectores velocidade e aceleragao.

Considere a transformacao de coordenadas:
' = cos(x +y), ¥ = cos(z —y).
Calcule:

a) U -V, sendo U' absoluto definido no referencial (z,y) por U' = (4,3) e
Vi =(3,0) .

b) T% ., e V% nopontor=1,y=1.

Dados os vectores V' = (¢, p, pd) e W; = (p?, pd, p) em coordenadas esféricas,
determine as suas derivadas covariantes: V;V* e V,w".

: : 2 2. 12,12
Considere o sistema de coordenadas = = x> — y*;y = 22"%y?, em que (x,y)

é o sistema de coordenadas cartesianas. Determine:

a) As componentes dos vectores de base natural de (2/,y) em (z,y).

=3

Os simbolos de Christoffel do novo referencial.

(@]

)
) As matrizes das métricas covariante e contravariante de (z/,y’).
)
)

[

As componentes fisicas do novo referencial da forca total aplicada numa
particula de massa m = 2kg, sabendo que a sua velocidade ¢ dada no
ponto (z' = 2m, y' = 2m) por ¢ = i'€.

a:/

e) Verifique que o rotacional de ¢’ é nulo em qualquer ponto, sabendo que
i=a'¢c+ye.
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21. Considere um novo sistema de coordenadas, em que a métrica covariante é
dada por gy = exp(a’? 4+ y?)d; . Determine:

a) Os simbolos de Christoffel do novo referencial.

b) As componentes contravariantes da aceleracao de uma particula no ins-
. o~ , / /
tante ¢ = 1s, sabendo que a sua posicao é dada por z!" = ;22 = 10¢.

22. Sendo dada a matriz de transformacao de coordenadas curvilineas

X;’:(Qf” ‘y>,
-y y/x

determine:

a) A matriz da métrica covariante gy no ponto P’ = (2,1).

o

A matriz da métrica contravariante ¢/ no ponto Q* = (1,2).

o

o

Uy sendo dado U” = (1,1) no ponto P.

Vo sendo dado V,y = (1,1) no ponto Q.

)
)
) As matrizes transferidoras TZ:, e Tﬁ/.
)
e)

23. Dada a transformacao de coordenadas em R3: 2’ = 222y = 2% 2 = 2z,
determine:

a) As matrizes de transformacao directa e inversa.

. ) I . i’
e' ) 6Z7 €iy Eiry 617 €, e’ eey.
i i

o

c) Os tensores das métricas covariante e contravariante.

[

Os simbolos de Christoffel. Prove que existem apenas dois simbolos nao
nulos.

e) A aceleragao nas novas coordenadas.

24. Seja a transformagao de coordenadas definida pelo sistema dado, onde 6 ¢é
um parametro e (z,y, z) sdo as coordenadas cartesianas:

2’ = (cosf)x + (sinf) y,
y = (—sinf) z + (cosh) y,
Z'=10

In(z).
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Calcule a matriz de transformacao X; e determine as componentes dos
vectores de base dual do novo referencial escritos na base cartesiana, e
dos vectores de base natural do referencial cartesiano, escritos na nova
base.

. ! 5! ~ . N . .
Determine ¢'7 e g;; (sugestao: determine ¢*7 em primeiro lugar).
Determine justificando se a base de (2, 1/, 2’) é ortogonal e/ou normada.

Seja o vector absoluto C* = (1,1,2). Calcule C" e Cy quando z =
2y=2,z2=1,e 0 =7/4.

Prove que todos os simbolos de Christoffel Fé-l,k, na nova base sao nulas
excepto '3, = I'%,_, e determine-os.
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