Teste de Matematica A
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Teste N.2 3
Matematica A
Duracéo do Teste (Caderno 1+ Caderno 2): 90 minutos
11.2 Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.2: Turma:

Este teste é constituido por dois cadernos:

e (Caderno 1 —com recurso a calculadora;

e (Caderno 2 — sem recurso a calculadora.
Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta.
Nao é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequivoca
aquilo que pretende que nao seja classificado.
Escreva de forma legivel a numeracao dos itens, bem como as respetivas respostas. As
respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas séo classificadas com
zero pontos.
Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a
um mesmo item, apenas é classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.

As cotagbes encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha multipla, ndo apresente calculos nem justificacées e

escreva, na folha de respostas:

e 0 numero do item;

e aletra que identifica a Unica opgéo escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e

todas as justificacdes necessarias.

Quando, para um resultado, nao é pedida a aproximagao, apresente sempre o valor exato.
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CADERNO 1: 45 MINUTOS
E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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1. Na figura estao representadas, num referencial o.n. Oxy, a circunferéncia

A r
y
trigonométrica e a reta r. Sabe-se que:
P/"
e 0 ponto A tem coordenadas (1,0); N
. - . \ A,
e aretar é tangente a circunferéncia no ponto 4; o\ >
e 0 ponto P esta no segundo quadrante e pertence a circunferéncia; o~
e 0 ponto Q pertence a circunferéncia e é tal que o segmento de reta R
[PQ] é paralelo ao eixo Oy;

e 0 ponto R é o ponto de intersecéo da reta r com a semirreta PO;

e o é a amplitude, em radianos, do angulo AOP, com a € En[

A area do triangulo [PQR] é dada, em funcao de «a, por:
(A) sen a — senacosa

(B) sen a + senacosa

(C) sena x (1 —tga)

(D) sena x (1+tga)

2. No referencial seguinte estao representados os graficos das fung¢des f e g, definidos no intervalo
[—m, 2m[ por f(x) = sen®? x + senx € g(x) = 1 + cos? x.

A
Y g

—;l'\/ 2m X

2.1. Recorrendo as capacidades graficas da sua calculadora, determine as solugdes inteiras da
inequacao f(x) > g(x).
Na sua resposta reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcéo(des) visualizado(s)
na calculadora que lhe permite(m) resolver o problema e deve assinalar, no(s) grafico(s),
o(s) ponto(s) relevante(s), bem como as suas coordenadas arredondadas as centésimas.

2.2. Os pontos P e Q pertencentes, respetivamente, aos graficos de f e de g tém a mesma

abcissa e distam uma unidade. Determine todos os pares de pontos P e Q destes graficos
gue gozam da mesma propriedade.
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3. Considere num referencial o.n. Oxy: 4

»
~

e aretar definida por y = 2x — 2;

e acircunferéncia definida por (x — 1)? + y? = 2.

R 4

A area do setor circular, representado a sombreado, é, com aproximacao

as milésimas, igual a:
(A) 2,214
(B) 1,107
(C) 0,554
(D) 0,272

4. Na figura esté representado, num referencial 0.n. Oxyz,
o cubo [ABCDEFGH].
Admita que:

e 0 plano ABF é definido por 3x +y — %z —12=0;
e 0 ponto D tem coordenadas (—2,4,7);

e 0 vetor CG tem coordenadas (—2a, —3a, —6a), com
a € R\{0}.

4.1. Determine uma equacao cartesiana do plano DCG.

4.2. Determine o volume do cubo [ABCDEFGH].

4.3. O ponto P é a intersegdo do plano ABC com 0 eixo Oz e o ponto Q é a interseg¢édo do plano

ABF com o eixo 0 Ox. Determine o valor exato de PQ.

P 1 .
5. Sabendo que a é agudo, sen a — cosa = 3 determine o valor exato de tg2a —

tg2a’

FIM DO CADERNO 1

COTACOES (Caderno 1)

Item

Cotacao (em pontos)
1. 2.1. 2.2 3. 41. | 4.2. | 43. 5.
8 15 20 8 15 20 20 20 126
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CADERNO 2: 45 MINUTOS
NAO E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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6. Qual é o valor exato de tg (arccos (— %)) —sen (arcsen (— §))‘7

(A) V3 +3 (B) V3 -3 (€)—V3-1 (D) —V3 +1

7. Na figura estdo representadas, num plano munido de um v4
referencial ortonormado Oxy, duas retas r e s, tangentes a uma
circunferéncia de centro C nos pontos A(1,3) e B(-—3,3),
respetivamente. Sabendo que as retas sao definidas por

riy+2x=5es:y—2x—9 =0, determine o valor do perimetro da B A
circunferéncia. C

v

8. Seja (a,,) uma sucessao limitada.

Qual das seguintes afirmagdes € necessariamente verdadeira?
(A) (a,) é convergente.

(B) (a,) é monotona.

(C) Existe um numero real positivo L tal que vn € N, |a,,| < L.

(D) Existe um numero real positivo L tal que Vvn € N, a,, < L.

9. Seja (b,) a sucessao definida por:

b1=2
3+b

9.1. Mostre, por indugéo, que vn € N, b,, < 3.

9.2. Deduza da alinea anterior que (b,,) é crescente.

10. Seja (c,,) a sucessao definida por ¢, = ZLO%
O valor lim ¢, é:
(A) 0 (B); (€)1 (D) +co

FIM DO CADERNO 2

COTACOES (Caderno 2)

Item

Cotacao (em pontos)
6. 7. 8. 9.1. 9.2 10.
20 8 15 15 8 74
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TESTE N.2 3 — Proposta de resolucao

Caderno 1

1. Opcéo (A)
Sabemos que P(cosa, sena), cosa < 0 e sena > 0, pois P esta no segundo quadrante.
Entao, a base do triangulo [PQR] é igual a 2sena e a altura é igual a 1 + (—cosa) = 1 — cosa.
Logo, a area do tridngulo [PQR] ¢é igual a:

2sena X (1 — cosq)
> = sena — Senacosa

2.1.y, =sen’ x + senx
y, =1+ cos?x

Recorrendo as capacidades gréficas da calculadora, obtemos:

ylk g
/ I,(a,b)
? a~090 b=1,39

(¢, d)
c=225 d=1,39

—;\/ 2w X
As solugbes inteiras da inequacao f(x) > g(x) séo 1 e 2.
2.2. |sen?x+senx—1—cos?x|=1< |sen?x+senx—1—1+sen’x| =1
© |2sen®?x +senx —2| =1

o 2sen?x+senx—2=1 V 2sen?x+senx—2=—-1

o 2senx+senx—3=0 V 2sen’x+senx—1=0

—14,/1-4x2x(-3) —14,/1-4x2x(-1)
Ssenx=——+———— "~ ysenx = —~——— -
4 4
3 1
= senx = —=- Vsenx=1V senx=-1V senx = -

- 2
eq. impossivel

@x:§+2kn Vx=37ﬂ+2k11 Vx=§+2k1t Vx:%ﬂ+2kn,ke Z

T T 51 31
Em[-m2n[ix=—-,x=-,x=-,x=— ex =—
6 2 6 2

Os pares de pontos P e Q destes gréaficos que gozam desta propriedade sao:
P (-50)e(-51)
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3.

y

Opcao (B)
m, = 2 (declive da reta r)
tga = 2, logo a = 1,107 rad (inclinagcao da reta r)

Logo, a area do setor circular & dada por:

2T 2T
1,107 X
x ~ 1,107

4.1. O plano DCG é paralelo ao plano ABF (o vetor de coordenadas (6, 2, —3) é perpendicular aos

dois planos) e contém o ponto D, logo pode ser definido pela condigao:

6(x+2)+2(y—4)—-3(z—7) =0,isto é:
6x+12+2y—8—-3z2+21=0o6x+2y—3z+25=0

4.2. Comecemos por definir a reta DA, perpendicular ao plano ABF:
(,y,2z) =(-247) +k(62,-3),kER
Entao:

(=2 + 6k, 4 + 2k, 7 — 3k), com k € R € um ponto genérico da reta DA.

Determinemos as coordenadas de A, ponto de intersecao da reta DA com o plano ABF:
6(—2+6k)+2(4+2k)—3(7—-3k)—24=0 —12+36k+8+4k—21+9k—24=0

< 49k = 49
k=1
Logo, A(—2+ 6,4+ 2,7 — 3), isto é, A(4,6,4).
E possivel, entdo, determinar o valor da aresta do cubo:
d(AD)=(4+2)2+(6-4)2+(4-7)2=36+4+9=49=7

Logo, o volume do cubo é igual a 73 = 343 unidades de volume.

A
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4.3. Determinemos uma condi¢cao que defina o plano ABC. Como CG é um vetor perpendicular ao
plano ABC e D(—2,4,7) pertence ao plano, entdo pode ser definido por:
—2(x+2)-3y—-4)—-6(z—-7)=0
ou seja:
—2x—4-3y+12-6z2+42=0 -2x—-3y—-6z+50=0
Sabemos que P admite coordenadas (0,0, ¢), ¢ € R e pertence ao plano ABC, logo:

_ 25

50
— = Cc=
3

—2X0-3Xx0—-6c+50=0ec= .

25
P(00,%)
Sabemos, também, que Q admite coordenadas (a, 0,0), a € R e pertence ao plano ABF, logo:
3a+0--x0-12=0&3a=12ca=4

Q(4,0,0)
Assim:

PQ= |#2+02+(-2) =

625
= [16+—=
9
769
> =
69

-

3

5. Por um lado:

1 5 1
sena — cosa =~ = (sena — cosa)“ = 5

1
& sen?a — 2senacosa + cos?a = 5

1
& 1 — 2senacosa = 5
8
& —2senacosa = 5
4
& senacoso = 5
1 1
sena — cosa = = sena = = + cosa
= PR R 4
senacosa = o 3 + cosa ) cosa = 5

1 5 4
< {Ecosa + cos“a = ;‘:) {9cosza + 3cosa—4 =0

3

—3+,/0-4xOx(—4 1 V17 1
4i’{cosa:—( )@{cosa=———— V{cosa=——+—
18 6 6 6 6
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~ 1 17 ~
Como a é agudo, cosa = -+ g e, entdo, senot = = +

[N
°|3
~

Por outro lado:

2 1 sena  cos?a
oo — e = o 20
tg?a  cos?a  senZa
__sen*a-costa
(cosasena)?

_ (sen?a+cos?a)(sen?a—cos?a)

(cosasena)?

__ (sena—cosa)(sena+cosa)

(cosasena)?

Substituindo pelos valores acima, obtemos:

1 (1,V17 1,V17
5*(?7 €+T>

_ Vi7x81 _
T 16x9

917
T 16

Outro processo
1 1
sena — cosa = — & sena = 3 + cosa
Sabemos que sen?a + cos?a = 1. Ent&o:
1 2 2 1 2 2 2
(§+ cosa) + cos‘a=1 4:)§+§cosa+cos oa+cos‘a=1
2 8
& 2cos?a + Scosa—==0

& 18cos?a + 6cosa —8 =0

—6+,/36—4Xx18%(—8)
© cosa =

36
1 17 1 17
<:>c050(=———£ \% c050(=——+£
6 6 6 6
, 1 17
Como a é agudo, cosa = _g"‘g-
2 1 VI7\°
cos a=(——+—)
6 6
1 17 17
T
36 18 36
_1_7
T2 18
1
Sabemos que 1 + tg?a = logo:

cos2a’
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2 18 4 324
1,17
N ASTID . (1+E) 1=
16 16~ \2 = 18
81
_ﬂ+9\/ﬁ_£_49+9\/ﬁ
T 32 32 32 32
1 32 32(49-9V17) _ 49-9V17
tg2a | 49+9V17 1024 32
to2q — 1 = 49+9V17  49-9V17 _ 18V17 _ 9V17
g tg2a 32 32 32 16
Caderno 2
6. Opcao (D)

7.

y

i arecos (=3)) = sen (arsen (=3)) = 1w (57) = (=3) -

riy+2x=5

y+2x=5&y=-2x+5, logo o declive da reta r é igual a —2 (m,, = —2) e #(1,—2) é um seu
vetor diretor.

s:ty—2x—-9=0

y—2x—9=0¢&y=2x+9,logo o declive da reta s é igual a 2 (m; = —2) e 5(1,2) é um seu vetor

diretor.

—

Seja C(a, b) o centro da circunferéncia. Sabemos que AC.#=0e BC.3 = 0. Entao:

{(a—l,b—B).(l,—2)=0 {a—1—2b+6=0
(@+3,b-3).(12)=0 ~la+3+2hb—6=0

(:){ a=2b—-5

2b—5+2b=3
a=2b-5
U 4p=38
a=-1
{2

Assim, C(—1,2).
Seja r o raio da circunferéncia.
r=d(4,0)={(-1-1)2+(2-3)2=V4+1=+5

Logo, o valor do perimetro da circunferéncia é igual a 2 x V5 = 2+/5m.
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8. Opcao (C)

(a,) € uma sucessao limitada, isto &, existe um namero real positivo L tal que vn € N, |a,,| < L.

Por (i) e (ii), pelo principio de indugdo matematica, provamos que ¥n € N, b,, < 3 é uma

9.
9.1. P(n):b, <3

(i) P(1) é verdadeira
b; <3 & 2 < 3,0 que é verdade.

(ii) vn € N,P(n) = P(n + 1) é verdadeira
P(n): b, < 3 (hipbtese de inducao)
P(n+1):b,,+1 < 3 (tese de inducéo)
b,<3eb,+3<6

3+b, < 3
= bn+1 <3

proposicao verdadeira.

92.b,,, b, = 3+bn b, = 3+bn—=2by _ 3=by

2 2

Pela alinea anterior, provamos que vn € N, b,, < 3, logo:

vneN,—-b, >-3VneN,3-h, >0

3bn

S VVn EN, >0

Logo, (b,,) €é crescente.

10. Opcao (B)

Zk02 04—+t oty =

1 n
n2 n2

et

+
N
=—2\ 1+2+:-+n

soma dos n primeiros termos
de uma progressio aritmética

2n

n+l 1
limc,, = 11m— ==
2n 2
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