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Proposta de teste de avaliacio N\ax‘m?\?/é/

M aten‘\é“Ca

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a op¢do correta. Escreva, na folha de

respostas, o nimero do item ¢ a letra que identifica a opgdo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificacdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida aproximacao, apresente

sempre o valor exato.

1.  Num saco estdo quatro dados ctbicos equilibrados, indistinguiveis ao

tato. Trés dos dados, ditos normais, tém as faces numeradas de 1 a 6. 7 ( o
O quarto dado tem quatro faces numeradas com o niimero 1 e duas 3 j v y
faces com o numero 3. ‘

Um dos dados € escolhido ao acaso e lancado. S \ / 5\‘

\
\ |
Determine a probabilidade de ter sido escolhido um dos dados com as S b
faces numeradas de 1 a 6, sabendo que saiu uma face com nimero '
impar.
2. O André, a Bia e mais seis pessoas vdo-se colocar, um a um, numa fila para comprar péo.
De quantas maneiras se podem colocar em fila, sabendo que o André ¢ atendido depois da Bia?

(A) 720 (B) 5040
(C) 10080 (D) 20160

3. Considere, para certos numeros reais a ¢ b, a fungdo f , de dominio R, definida por:

et se x<0
f(x) ={

1-(x+1)In(x+1) se x>0
3.1. Mostre que, se f € continuaem x=0, entdo a=5.

3.2. Determine a ¢ b, sabendo que f ¢ diferenciavel no ponto x=0.

4. O valor de lim[ n-l ] ¢
n>+o\ p4+1n2

A — (B)

©)

(D)

_
N | o
S
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5. O processo de reprodugdo entre as bactérias €, normalmente, a fissdo binaria: cada célula
divide-se, dando origem a duas células.

O tempo necessario para que cada célula se divida, isto ¢, para que a populagdo duplique, é

conhecido como tempo de geraciao ou de duplicacgao.

Admita que o nimero de bactérias, N (t) , existente numa cultura, em determinado ambiente,

¢t horas apos o instante inicial ¢ dado, aproximadamente, por N (t) =ae" ,com ¢t >0, sendo

a o numero de bactérias no instante inicial e & uma constante real que depende da bactéria

€m causa.

5.1. Sabe-se que, num meio adequado, o tempo de geracao da bactéria streptococcus lactis

¢ 48 minutos.
Determine o valor da constante £ para esta bactéria.
Apresente o resultado arredondado as centésimas.
5.2. Admita que, para a bactéria streptococcus aureus, em determinado ambiente, se tem k =1,4,
ou seja, N(t) =ae"".
a)  Determine o tempo de geragdo desta bactéria.
Apresente o resultado em minutos, arredondado as unidades.

b)  Decorridos 90 minutos apds o instante inicial verificou-se que existiam 980 bactérias na

cultura. O niumero de bactérias que existiam inicialmente, arredondado as unidades, era:
A 6 (B) 104

© 120 D) 125

6.  Considere a fungdo f, de dominio [0, 27], definida por f(x)= T smx
+COS X

6.1. Estude a fungdo f quanto a monotonia.
6.2. Determine o contradominio de f .
6.3. Seja r aretatangente ao grafico de f no ponto de abcissa 7.

a) Determine a equacdo reduzida de r .

b)  Mostre que, de todas as retas tangentes ao graficode f, » éa que tem menor

declive.
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7. O valor exato de arcsin sm? é:
Tn yis T n
A\ — B — o —— o) -——
6 6 6 6
8. Considere as fungdes f e g de dominios R ¢ ]—2, + oo[ , respetivamente, definidas por
f(x)=(2x+1)e" e g(x)=2x—In(x+2).
. N 1
8.1. Seja (un) a sucessao de termo geral u, =In| — |.
n
Qual ¢é o valor de lim f(u, ) ?
(A) - B) 1 o o D) +o
8.2. Estude a fungdo g quanto a existéncia de assintota obliqua ao seu grafico.
8.3. Na figura, estdo representados num referencial xQOy :
y .
/
o parte dos graficos das fungdes f e g; i /8
5
e asretas r e s, tangentes aos graficos de f e g nos /
A
pontos 4 e B, respetivamente. 0 e
Sabendo que os pontos 4 ¢ B tém a mesma abcissa, seja 5
a o seu valor.
a)  Mostre que existe pelo menos um valor de a no intervalo ]—1, 0[ para o qual as
retas r e s sdo paralelas.(Sugestdo: Recorra ao teorema de Bolzano-Cauchy.)
b)  Sabendo que o valor de a, cuja existéncia se provou na alinea anterior, € Ginico no
intervalo ]—1, 0[ , determine-o recorrendo a calculadora grafica.
Na sua resposta deve:
e apresentar a equagao que lhe permite resolver o problema;
e reproduzir o grafico da fungdo ou os graficos das fungdes que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial;
e apresentar o valor de a arredondado as centésimas.
FIM
Cotacdes:
Item
Cotagéo (em pontos)
1. 2. | 31. | 32.| 4 |5.1.[52.a).|52b)| 61. | 62. |63.a)| 63.b) | 7. | 81 | 82 |83.2)|8.3.b) | Total
15 10 10 [ 15 (10| 15| 10 | 10 | 15| 10 | 10 15 10 | 10 | 10 | 10| 15 | 200
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Proposta de resolucio

Sejam os acontecimentos:
N: “O dado escolhido ¢ normal.”

I: “Sai uma face com nimero impar.”

3
P(N)==
(n)=3
1
P (1 | N ) = 5 (Num dado normal, metade das faces tém numero impar.)
P (] | N) =1 (No outro dado, todas as faces tém niimero impar.)
1
by 1
1 /
P(le)=P(N)P(1|N)=%xE

P(ﬁm]):P(N)P(IW):iu:4

=

Il
— oo w
Slw
=
~I

— 31 .3 25 ¥
P(I)=P(NNI)+P(NNI|==+—==+===
1) (m)+(m)8+48+88 i
1
3
p(N|[)=M_L=§
P(I) 55
8

As oito pessoas podem colocar-se em fila de 8! maneiras diferentes. Em metade dos casos o André ¢

atendido depois da Bia.

8! 40320
2 2

Resposta: (D)

=20160

se x<0

eax+a—b
/() 1-(x+1)In(x+1) se x>0

3.1. f écontinuaem x=0 se existir lirr(}f(x) )
X—>!

f(o) — ea><0+a—h — ea—b

llm f(x) — llm eax+a—b — ea><0+a—b — ea—b

x—0" x—0"

lim f(x)=lim[1-(x+1)In(x+1)]=1-In1=1-0=1

x—0" x—>0"

r ’ , )
f écontinuaem x=0 seedse e’ =1.

"=l a-b=Inlea-b=0a=b
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3.2. Se f édiferenciavel em x=0, entdo f ¢ continua neste ponto, pelo que a=>5.

ax

Se a:b, eaxﬂﬁb:eaxﬂzfa:eax,logo f(x): se x<0 ‘
1-(x+1)In(x+1) se x>0

7'(0) i L) =/(0)

f(0)=1-(0+1)In(0+1)=1-In1=1

0

f’(O‘)=limM:hme”—1(oj e

= q lim =
0 X =00 X =0 ax
:alime —=—axl=a y=ar
=0y Se x o0, y o0
f’(o*)zlimwzhml_(XH)ln(XH)—l:
x—0" X 0" N
e i) e
= lim =—lim (x+1) lim ———~ = \-
x—0" X x—0" Y—0* X y:hl(x+1)<:>e il
oSx=¢' -1
—(0+)lim—2 =L 1y Se 10",y >0
y—0 e’ —1 e’ —1 1
I
y—0 y

f ¢é diferenciavel no ponto x=0 se a=-1¢e b=a=-1.

= lim
n+ln2 nto| n+1n2 Hm( 1n2j"
I+—

n

lim [1 — lj o »
n—+0 n _ e e L

. m2Y " 2 2e
Iim|1+—=

n—+o0

n_l n (1_1)"
4. lim(n—_l) = lim| —2— | = ljm—~—M"/ _

n—+00

Resposta: (A)

5. N(t)=ae"

5.1. 48min= > h=0,8h
60

N(0.8)=2a < ae™™ =24 <" =2@o,8k=1n2@k=1(1;_§
k=12 087
0,8

B
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Em alternativa, temos:
N t+ 0’ 8 kx(HO,S) kt+0,8%
N(t+0,8)=2N(t) < (1+08) , , ae M PENLANEIEY P
N(t) ae e
e x e In2

kt

=2ce"™=2c0,8k=h2<k=—""-
e 0,8

b

52. N(t)=ae"

a)  Seja ¢, otempo de geragdo.

N(t-i—t ) ael,4x(z+zo) el,4t+1,410
N(t+t0):2N(t)©TJ:2©W:2QT:2©
1,4t 1,4,
@%zk:e“’ﬂ =2<:>1,4t0=1n2<:>t0=1n—2
e’ 1,4
t0=£h=£x60 min = 30 min
L4 14

O nuimero e bactérias duplica a cada 30 minutos, aproximadamente.
Em alternativa:

In2
N(t,)=2N(0)=ac"" =2a ' =2 1,41, =In2 <, =1“—4

B

b) 90min:%h:l,5h
60

N(L5)=980 = ae"*'’ =980 < ae™ =980 < a =@
e
980
a="~120
ez,l

Resposta: (C)

sin x
6. = 0,2
f(x) 2+cosx’xe[ n]

61 f'(x)= (sinx)'(2+cosx))—sinx(2+cosx)’ _

(2+cos x)2

~ cos x(2+cos x)—sinx(0—sin x)

(2+cos x)2

_ 2cosx+cos’ x+sin’x
= . =
(2+cosx)

2cosx+1

(2+cosx)2

e 7



Proposta de teste de avaliacio M‘:Q;’;\E%?/Z

, 2cosx+1
f (X):OQZWZO/\XE[O, 2TC]®

<:>2cosx+1:0/\2+cosx¢0/\xe[0, 2TE]<:>

1
<:>cosx=—5/\cosx¢—2/\xe[0, 21| e

T T 2n 4r
S X=M——VX=N+—<SX=—VX=—
3 3 3
x| o0 2n an .
3 3

!

+ + 0 - 0 + +

/
f Min. / Max. \ Min. /‘ Max.

2 4 2n 4 .
f ¢ crescente em [O, ?n} e em {?n’ 2n} e ¢ decrescente em [?n’ ?n} , atingindo

L. ) 47 , . . 21
minimos relativos para x=0 e x= EY e maximos relativos para x = EY e x=2m.

62. f(0)=—"m0 _ 0 _

" 2+4cos0 241

3 sin(2n) 0
)= os(am) 21

ey ¢ o minimo absoluto de f e 5 ¢ o maximo absoluto de f . Como f ¢ continua,

3 ﬁ}

vem: D' =
! { 373

63. a) r:y=mx+b

2cosm+1 2+1 -1
m=f"(n)= = =—=-1
f(x) (2+cos7t)2 (2—1)2 1

f(n)_ﬂzlzo

24cosm 1

2 _
Ponto de tangéncia: (7, 0)

riy—0=—Ix(x—n)< y=—x+n
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b)  Monotonia de [’

!

i [ 2cosx+1 J' (2cosx+1)’(2+cosx)2—(2cosx+l)[(2+cosx)2}
x)= -

- (2+cosx)2 (2+cosx)4

~ —2sinx(2+cosx)2 —(2cosx+1)x2(2+cosx)(—sinx) B

(2+cos x)4

B 2sinx(2+cosx)[—(2+cosx)+(2cosx+1)] B 2sinx(cosx—1)

(2+cosx)4 (2+cosx)3

2sin x(cosx—1) _onxe[0,27]

f(x)=0=

(2+cosx)3
< 2sinx(cosx—1)=0A2+cosx#0Axe[0, 2n] <
& (sinx=0vcosx=1)Axe[0,2n] <

Sx=0vx=nvx=2n

x| 0 b4 21
1o - 0 + 0
[ | Max. N Min. | Max.

f" é decrescente em [0, n] e crescente em [n, 275] , atingindo o minimo absoluto
para x = . Portanto, de todas as retas tangentes ao graficode f ,areta » éa que

tem menor declive.

. ( 7nj
7. arcsin sm? =

. 1 T
=arcsin| —— |=—— I aresinx< =
7 6 2 2

Resposta: (C)

8. 8.1. limu, = lim(lnlj =In0" =—o
n
(ooxO)

lim £ (u,) = lim (x)= lim (2x+1)e" =

X—>—00 Se x > -0, y = +©

y=—x&x=-y

= lim (—2y+1)e™ = lim I=2y

Yo+ y—+0 ey Yo+ ey +00

Resposta: (C)
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Proposta de teste de avaliagao
8.2. g(x)sz—ln(x+2); D, =]—2,+oo[

Seja y =mx+b aequacdo da assintota obliqua ao grafico de g, caso exista.

i ) 2xmIn(x42)ef 2x . In(x+2)
X—>+0 X X—>+00 X X—>+0 X X—>+0 X
ln[x(l+2ﬂ lnx+ln[1+2j
=2 lim ——— -2 fim —— ¥/
X X X—>+%0 X

2
I ln(1+)
2 lim =X fim —— 2 _0-0=2

X—>t+o  x X—>+0 X

b= lim [g(x)-2x]= lim [ 2x~In(x+2)-2x]=~lim In(x+2) = —0

X—>+00

Como b ¢ R, podemos concluir que o grafico de g ndo admite assintota obliqua.

8.3. a) Asretas r e s sdo paralelas se e somente se f'(a)zg’(a).
£(x)=[(2x+1)er ] =(2x+1) e+ (2x+1)(e") =
=2¢"+(2x+1)e" =(2+2x+1)e" =(2x+3)e"

, / (x+2) 1 2x+4-1_ 2x+43
=|2x-1 2)| =2- =2- = =
g(x) [ g n(x+ )] x+2 x+2 x+2 x+2

!

Pretendemos provar que a equagdo f’ (x) =g (x) tem pelo menos uma solug@o no

intervalo ]—1, 0[ , ou seja, que a fung¢do 4 definida por h(x) =f'(x) —g’(x) tem

pelo menos um zero neste intervalo.

e Dado que /' écontinuaem R (por ser o produto de fungdes continuas) e g’ é
continua em ]—2, + oo[ (quociente de func¢des continuas cujo denominador ¢ ndo

nulo neste intervalo), entdo % é continua em ]—2, + oo[ por ser a diferenca de

fungdes continuas neste intervalo. Logo, a fungdo / ¢é continua em [—1, 0] .

' ' - 2X(_1)+3 1 l1-e¢
o h(-1)=r"(-1)-g'(-1)=(2x(-D)+3)e'-———F=—-1=—-<0
(D=7 (1)=& (=) =(2x(-D+3)e" - —— === —<
2><0+3:3 3_3>0

o h(0)=/"(0)-g'(0)=(2x0+3)e"- oy S35y

Portanto, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe pelo menos um nimero real a

no intervalo |1, 0[ tal que /(a)=0, isto &, existe pelo menos um valor de a no

intervalo ]—1, 0[ para o qual as retas » e s s3o paralelas.
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b) A solugdo da equagdo h(x) =0 f'(x) - g'(x) =0, no intervalo ]—1, 0[ é o valor
de a que se pretende.

2x+3
x+2

0

h(x)=0<:>f'(x)—g’(x)=0<:>(2x+3)ex—

Recorrendo a calculadora grafica determinou-se o zero da funcao definida por

2x+3 . .
y=(2x+3)e"— x tendo-se obtido o resultado seguinte:
X+
y A
h
1 2044 O x

Portanto, a =~ —0,44.
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