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sciences, a fact which is obvious in that no one's brain rejects it; for laymen and people who are utterly illiterate

All science requires mathematics. The knowledge of mathematical things is almost innate in us. This is the easiest of

know how to count and reckon.
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Todo o conteudo deste documento pode conter alguns
erros de sintaxe, cientificos, entre outros. Nao estudes
apenas a partir desta fonte. Este documento apenas serve
de apoio a leitura de outros livros, tendo nele contido todo o
programa da disciplina de Calculo II, tal como foi lecionada,
no ano letivo de 2014/2015, na Universidade de Aveiro. Este
documento foi realizado por Rui Lopes.
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A disciplina de Célculo 1T (als2) existe como continuagdo dos conteidos
programdticos da disciplina do primeiro semestre Célculo I (alsl), sobre a qual se
retoma o estudo a nivel da andlise de func¢bes de integragao e, mais a frente, se inicia o
estudo de séries matemadticas, fundamentando conhecimentos em relacdo a
convergéncias e restantes comportamentos das séries, tal como a sua relagao com
fungoes integrantes.

1. Transformada de Laplace

A transformacgao por Laplace é um processo que a uma funcao f, quer seja real
ou complexa, de varidvel real, faz corresponder uma outra funcao F de varidvel
complexa. A primeira varidvel da-se o ambito de ser original, enquanto que a segunda
varidvel damos o ambito de ser transformada. Este método permite assim converter o
grau de complexidade de problemas sendo aplicado, nomeadamente, na determinagao
de solugoes de equagoes e sistemas de equagoes diferenciais.

As fungdes com que iremos trabalhar, quer originais, quer transformadas, serao
sempre reais de varidvel real e suporemos que todas as fungoes originais f verificam a
condigao em que f(t) = 0, se t < 0. Dado isto, seja uma fungao f, real de varidvel real,
verificando tal condigao. Se o integral impréprio em Equagao 1 existir, onde s é um
numero real, a este integral damos o nome de transformada de Laplace de f, designada
pela letra “L” caligréfica seguida da funcao original entre chavetas - L{f(t)}.

f: e f(t)dt

Atendendo a que em Equagdo 1 a varidvel de integracao é t, resulta que a
transformada de Laplace L{f({)} de f é uma funcdo de s, habitualmente notada pela
correspondente letra maidscula, como designado na Equacao 2.

L{f(0)}=F(s)

Como ja devemos saber, a transformada de Laplace como designada pela
Equacao 1 é equivalente a identificar o limite de uma constante b que tende para o
infinito, do integral da Equagdo 1 de 0 até b (como visivel na Equacao 3). Daqui
podemos concluir que a existéncia da transformada de Laplace estd condicionada pela
existéncia (com valor finito) do limite da Equacdo 3 e ainda, naturalmente, pela
existéncia do integral definido que figura na mesma Equagao 3.

lim [ e (t)dt

b—>e0 V0

Sendo assim, experimentemos determinar a transformada de Laplace com
f(t) = 2. A Equagao 4 reflete esta andlise.

_,—sb
L{f(0)}=tim ['2¢™" dr = 21im =+

b—eo b—eo Ky
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Na Equagao 4, se o limite apenas é finito se s > 0 temos que ele é igual a 1/s. Sendo
assim, ficamos com a solugdo final de que L{2} = 2/s, se s > 0. ]

No fundo a transformada de Laplace tem como objetivo a simplificagao do
célculo em certas aplicagbes com ordens de complexidade algo elevadas. A légica que
incide neste tépico é semelhante & l6gica da busca de uma simplificacao para o célculo
de quantidades numa multiplicagdo. Antes, quando ndo havia como computar
multiplicacoes de nimeros muito grandes de forma automdtica, a utilizagdo de uma
relagao que permitisse o cdlculo de uma razao de multiplicacao através de uma soma
era a solugdo para o problema - utilizava-se assim a relacdo estabelecida com a funcao
logaritmo, na qual o logaritmo do produto é a soma dos logaritmos. Mateméticos
faziam assim extensas tabelas de logaritmos que explicitavam um método para a
descoberta de produtos de quantidades magnanimas. Estas tabelas tinham, em si, duas
colunas - uma refletindo uma quantidade z e a outra que refletia o logaritmo dessa
mesma quantidade. Assim, para saber o logaritmo do produto da quantidade z com a
quantidade y, procurava-se o logaritmo da quantidade z e o logaritmo da quantidade y
e somava-se. Depois, numa busca no sentido inverso, procurava-se o resultado da
dltima soma na coluna dos logaritmos, o que, depois de identificado, produzia uma
dada quantidade z, que era igual a x de y.

A légica, sendo assim, ¢ a mesma. De forma a simplificar uma dada funcdo f(¢)
fazemos a sua transformada e depois devemos retornar ao valor de origem, ante-
-transformagao. Este retorno ao valor original é tépico a ver mais adiante, no decorrer
desta unidade.

Entao como é que podemos calcular a transformada de Laplace de f(t) = e%,
onde a ¢ uma constante real? A Equagdo 5 traduz o desenvolvimento da resolugao
deste problema.

. b —(s—a)t
lim| e dt =

E{eat}:j e—steat dt :J. e(afs)t dt :J‘ ef(sfa)t dt —
0 0 0

§—q b0
1 . e, = 1 .. (e
= lnn[e(““”] = lun(e(éwb—l):
s_ab%oo =0 S_ab*)oo
se s>0
= s—a

) se s<0

Chegando a este resultado, temos que L{e%} = 1/s-a, se s >a. Esta conclusio vai de
encontro ao resultado anterior, de £{2} = 2/s, se s > 0, pelo que £{2} é o dobro de
L{1}. .

Se tomarmos a fungao f(t) como a fungdo da Equagédo 6, sendo ela definida por
ramos, podemos, dada a linearizagao, fazer o somatério dos integrais com intervalo de
integracao definido pelos ramos da fungao.

f(t) _ 1 se t#2
0 se =2

Dada a fungdo em Equagdo 6, podemos calcular a sua transformada de
Laplace da seguinte forma: sendo que a fungdo, para ¢ = 2, toma um valor pontual,
podemos dividir o nosso intervalo de integragao de 0 a co em dois - o primeiro de 0 a 2
e o segundo de 2 a co. Vejamos a Equagao 7 para mais detalhes.

simplificagao

equagao 5

equagao 6



L{(}=] e r(@)a=[ e f(e)dr+ [ e f(e)di=] e ar+ [ e di=
=tim ['e” dr = £{1} .

Se pretendéssemos calcular a transformada de Laplace da fungdo f(t) = ¢
(funcgao identidade), ela teria a resolugdo com a forma da Equagao 8.

£{t}= j: e "tdt =lim _[: e tdt

Na Equagao 8, para podermos prosseguir o nosso desenvolvimento devemos relembrar
a técnica de primitivagdo por partes, sobre a qual, aplicada de forma a derivar ¢, temos
a Equacao 9, com s = 0.

— st 1=b — st —sb
b 1 ¢b
lim| [ S| —["“—1dr |=lim| -=—p—-0+=[ e dr |=
b—oo —S - 0 —g¢ b—oo —S sv0

boee s s
1b 1
=lim| ———+— [,s>0=
bo=\ s e’
1
— se s>0

Concluindo, como solugao, apresenta-se que £L{t} = 1/s* com s > 0. .
Através do resultado obtido em Equagao 9, podemos extender, sem prejuizo de
perda de detalhe por auséncia de demonstracdo, que a transformada de Laplace de

fungdes f(t) do tipo ", com n €Np, é a explicita em Equagio 10.

E{t"}zl! s>0, neN,

n+l ?
S

Até ao momento, podemos criar uma tabela na qual fazemos corresponder
uma dada funcdo f(¢) a uma transformada F(s). Criemos entdo uma tabela de
transformadas de Laplace, que, terd apenas, por enquanto, trés linhas (Figura 1).

fungéo transformada

11 1/s ,s>0

ea | 1/(s-a) ,s>a, aeR

tn | nl/st+)  s>0,n e No

sin(at) | a/(s?+a?) ,s>0,aeR

cos(at) | s/(s?+a?) ,s>0,aeR

CALCULO |l 4

equagao 7

equacgao 8

equagao 9

equagao 10

tabela de transformadas

figura 1
tabela de transformadas (1)
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nota!! Na Figura 1 acrescentaram-se as transformadas das fungbes seno e cosseno.
Dado que iremos estudar as transformadas das suas hiperbdlicas, por questoes de
redundéncia, nao iremos demonstrar os seus valores.

Aquando do estudo de primitivacao e integracdo, estuddmos um resultado
importante para aplicagoes - a linearidade. Em termos de transformada de Laplace
também existe esse resultado. A demonstracio, embora ndo seja feita aqui, provém de
principios algébricos. Sendo assim, damos o nome de linearidade a duas propriedades
das transformadas. A primeira propriedade ¢ a da soma das transformadas, sobre a
qual a soma das transformadas é igual a transformada das somas (Equacdo 11).

L{f )+ £ ()} =£{r(O}+L{f ()}

A segunda propriedade é a de multiplicagao por escalar, sobre a qual é permitido
afirmar que a multiplicagdo de uma funcdo f{t{) por um escalar a ¢é igual a
transformada da funcao pelo mesmo escalar, como é visivel na Equagao 12.

claf(n)}=et{s(n)}

Dado isto, podemos complementar a nossa tabela com mais os seguintes dois
resultados (Figura 21).

funcdo transformada

f() +9(t) | F(s) +G(s) s> si8g

af(t) | aF(s) ,s>sf

Como podemos assim calcular a transformada de Laplace da funcao
trigonomeétrica seno hiperbdlico, isto é, L{sinh(at)}? Em Equacdo 13 podemos verificar
uma possivel resolugao.

£{sinh(at)} =1L
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soma das transformadas

equagao 11

multiplicagao por escalar

equagao 12

figura 2
tabela de transformadas (2)

equagao 13



Entao e a fungdo cosseno hiperbdlico, isto &, L{cosh(at)} - Equagio 14?

£{cosh(ar)} = c{&}:

2

= %E{e“’ +e‘“’} =
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Dado isto, podemos acrescentar & nossa tabela mais duas linhas (cosh(at) e
sinh(at)) - Figura 3.

funcdo transformada

sinh(at) | a/(s>a?) s> |a|

cosh(at) | s/(s?-a?) ,s>|a|

Consideremos agora uma funcao f = ¢'L.f(t), onde A ¢ um valor real. Qual ¢ a
transformada de Laplace desta funcao? Comecemos por aplicar a expressao da
transformada (Equagao 15).

e p( = e ployar=J ey (e)ar

Qual ¢é a diferenca entre o integral obtido em Equagdo 15 e a definicdo de
transformada de Laplace? O valor de s passou de s para (s - 4). Sendo assim, eis a
Equacao 16.

oo

[,{ebf(t)} = J;) U f()dt=F(s=A), (s=A)>s,..s>5,+1

Vejamos agora o caso de uma fungéo f(¢ - a). H4 que considerar que f R —» R
e nao f [0, co] > R. Dado que as transformadas de Laplace definem-se de [0, oo,
temos que controlar a fungdo f com a fungao de Heaviside. A fungdo de Heaviside,
homenagem a Oliver Heaviside, é definida conforme a Equagao 17.

H(l)= 0 se <0
1 se 120

CALCULO | 6

equagao 14

figura 3
tabela de transformadas (3)

equagao 15

equagao 16

funcao de Heaviside

® Oliver Heaviside

equacao 17
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Para controlarmos a fungéo f referida temos que considerar a funcao H(t - a),
definida em Equacao 18.

equagao 18
0 se t<a
H(t—a)= ©
1 se t=a
Assim, como serd a transformada de H(t-a)f(t-a) em s? Vejamos (Equagao 19):
g ao 19
H(t— _ _ J‘ g (- _ _ equacao
L{H(1-a)f(r-a)}=[ e H (1-a)f(t-a)ds
b
=lim| e "H(t—a)f(t—a)dt
lim [ ¢ H (1—a) /(- a)
Aplicando uma mudanga de varigvel, temos que (¢-a) = u. Sendo assim, colocam-se as
seguintes condi¢oes em Equagao 20.
equagao 20
t—a=uc.r=u+a dt=du (t=0—u=-a; t=b—>u=b—a)
Dadas as condigoes para a mudanga de varidvel ficamos com a possivel resolugao em
Equacao 21.
. pb-a _ equacao 21
=lim| e H (u) f(u)du=
lim [ (1) £ (u)
. 0 _(uta) b=¢ _(u+a)
=}71m J e H(u)f(u)du+J0 e H(u)f(u)du|=
—oo \J—a
b—a
- }’im(0+j0 e_S(““')H(u)f(u)du), H(0)=0 =
—>o0
b-a
=lim J e—s(u+a) u du), H(l)=1 =
tim [/ )] 1(1)
=_[0 e_s(””)f(u)du, b—>oo=b—a—w =
= IO e e fu)du=
= e‘S”J. e ™ (u)du, s, aeR =
0
=e “F(s)
[ ]
Voltando a nossa tabela de transformadas, podemos agora acrescentar este
resultado obtido em Equagao 21 - Figura 4.
funcdo transformada figura 4
H(t-a)i(t-a) | e Fs) | as0, s>s tabela de transformadas (4)

Consideremos a fungdo f(at). Como podemos calcular a sua transformada de
Laplace? Na pédgina seguinte encontra-se uma proposta de demonstracdo de um
resultado para a transformada de Laplace (Equacao 22, Equagao 23 e Equagao 24).
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E{f(at)} = Iome_St (at)dt =1lim e 'f(at)dt equagao 22

b—oo

Aplicando a técnica de mudanca de varigvel, temos as seguintes condigoes:

u 1 equagao 23
at=u..t=— dt=—du (t=0—>u=0; t=b—u=ab)
a a
Sendo assim, regressando a Equagao 22 na Equacao 24, temos que:
.o . pab du equagao 24
lim | e f(at)dt=1lim| e “f( )—
b—eo J0 b—0 J0 a
1 b —u
=—lim|[ e @ f(u)du=
a b—>=v0 f( )
1 e =%
==, ¢ a f(u)a’u, b—o>ow=ab— o =
a
1 (s
=—F|—1, a>0
a a
[ ]
Voltando de novo a nossa tabela, temos que adicionar este tltimo resultado -
- Figura 5.
funcdo transformada figura 5
fat) | (1/a)Fs/a) | a»0, s>sia tabela de transformadas (5)
E possivel calcular a transformada de Laplace de uma derivada de uma funcio
f(t)? Vejamos na Equagao 25 uma possivel demonstragao.
st st equagao 25
c{r )= e f(e)dr=tim [ e (1)dr =
=lim([ ¢ j dt | =
tim([e£(1)],
_ nm(e—sb £(B)= £ (0)= [ —se (t)dt):
b—yoo
_1: sb
= lim (e £ (b)= £ (0)+sF(s)) =
=lim(e™" £(b))~ £(0)+sF(s)
—>00
[ ]
Agora, se o limite entre parénteses for zero, entdo a transformada de Laplace da
derivada L{f’(t)} = sF(s) - f{0), com s > s;. Acrescentando esse resultado a tabela da
Figura 6, temos uma tabela de transformadas ja bastante completa.
funcdo transformada figura 6

(1) | SF(5)-f(0) s> tabela de transformadas (6)
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Ja que calculdmos a transformada para a primeira derivada de f, como serd
para as seguintes derivadas? Vejamos o caso de L{f “‘(?)}, na Equagao 26.

E{f"(t)}=£{g'(t)}= equagao 26
=sG(s)-¢(0)=
=sL{f'(1)}=£'(0)=
= s(sF(s)= £(0))- £(0)=
=s’L{f(1)}~£(0)-f'(0)
Do mesmo modo, para uma n-derivada a expressao da transformada de
Laplace dessa funcio f" é representada pela Equacdo 272.
equagao 27

i) =s"L{f(0)}=s"£(0)=s"£(0)=..- £*(0)

Na resolugao feita na Equacgao 25 convém frisar que hd necessidade de impor
uma definicao para ultrapassar a problemética da condigao de um valor para um

limite. Sendo assim, define-se que uma dada fungao f [a, b)) = R diz-se secionalmente

continua se existe particdo {a = x, @1, ..., Zn1, 2o = b} de [a, ], tal que fé continua secionalmente continua
em |xi1, zif, com i = 1, ..., n, e existem, e sdo finitos, os limites laterais da Equagao 28.
) . _ . . equagao 28
f(xj) =lim f(x), i=0,..n—-1 e f(xl. ):: lim f(x), i=1,...n duac
)c—))c,fr X—=Xx;

Um exemplo de funcao secionalmente continua é a apresentada na Figura 7,
com parti¢oes zp, com n = 5.

y figura 7
funcao secionalmente

Um exemplo de gréfico de fungdo que nao é secionalmente continua estd na
Figura 8.

Relembremos a disciplina de Célculo I (alsl) e integremos, com este conceito,
o desenvolvimento de que se uma dada fungéo f é continua no intervalo fechado [a, b],
entdo ¢é secionalmente continua em [a, b], pelo que também é integravel em [a, b].

Sendo assim, uma fungdo f: [0, co[ = R diz-se secionalmente continua se for

secionalmente continua em [0, b], Vb e R* (isto é, qualquer b real positivo).




Uma segunda definigdo necessdria ¢ a que uma funcao f: [0, co[ > R diz-se de
ordem exponencial a (& direita), com a €R, se existem M, T > 0, tais que validem a
expressao em Equagao 29.

flr)sMe”, Nt=T

Na Figura 9 podemos ver uma representacao grafica do efeito da Equacao 29.

Um teorema diz-nos que se uma funcao f: Rgt — R é secionalmente continua
e de ordem exponencial com a €R, entéo existe L{f(t)} para s >a. Demonstrando este
resultado temos a Equacao 30, Equagao 31, Equacao 32, Equacao 33 e Equacao 34.

c{r()}=] e f(t)dr;  auantoe [ [e f(r)de?

Da disciplina de Calculo I (alsl) devemos saber que se uma fungdo com médulo é
convergente, entao a mesma funcao sem o médulo também é convergente. Dado isto,
como o médulo do produto é o produto dos médulos e e é sempre positiva, temos (na
pagina seguinte):

CALCU;OW <>

figura 8
funcao nao secionalmente
continua

ordem exponencial a

equagao 29

figura 9

representacao graifica de
Equagao 29 (a fungao f(t)
estd na parte preenchida a
vermelho se for de ordem
exponencial a)

teorema

equagao 30
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j:|e’”f(t)| dt = J: e

O integral da primeira parcela d4 um valor que é positivo e finito, mas e o segundo?

f(r)dt =
£(@) dnj:e‘”

f(r)ar

Pela definicao em Equacao 29, dado que ambas as fungdes sao nao-negativas, pelo
critério de comparagao:

J‘ ~ e
T

f(t)at < '[: Me“dr ..

(a—s) TP

re_” f(1)dt < Mlim
r boe| q—§ .
.[: | f(2)dr < 1im(e(a—s>b _ e(a—s>r)

a—sboe

Como s >a, (a - s) é negativo, pelo que €l**)? tenderd para zero, com b — oo, pelo que:

J‘ ~ e
T

Por conseguinte, o integral seguinte converge, se s >a.

_[:e‘” (t)de=L{f(1)}

lime“™"

a—sboe

f(t)at <

[ |

Retomando a nossa tabela de transformadas de Laplace, vimos que é possivel

calcular a expansao da transformada da primeira derivada. Na sua determinagao,
atingimos o limite da Equagao 35.

lim £(b)e™

b—oo

Se virmos bem o médulo do interior do limite da Equagao 35 temos a Equagao 36.

0 <lim|f(b)e™

b—yoo

Dada a definigdo em Equagao 29, temos a Equagao 37.

. — . —s)b
<lim Me“e™ = M1lime“*" =0, s>a
b—oo b—co

0 <lim|f(b)e™

b—oo

[ ]
Sendo assim é verdade que a transformada de Laplace da primeira derivada de uma
fungéo f é o valor tabulado se e s6 se f () for secionalmente continua e se f(t) for de
ordem exponencial a, com a real. Acrescentando assim & nossa tabela de transformadas
a transformada da segunda derivada e da n-derivada de uma fungao f, secionalmente
continua e de ordem exponencial a (Figura 10).

equagao 31

equagao 32

equagao 33

equagao 34

equagao 35

equagao 36

equagao 37
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fungéo transformada figura 10

(1) | s2F(s) - sf(0)-f(0) , com f” sec. continua e f, ' de ordem exponencial a tabela de transformadas (7)

flol(t

S"F(s) - $11(0) - §72F(0) - ... - sf-2)(0) - -1)(0)

* com f9=f e se ") for secionalmente continua e f, f, ..., f~-) for de ordem exponencial a

Nao tendo ainda todas as ferramentas mateméticas para sua determinagao, eis
uma linha nova para a nossa tabela, na Figura 11.

fungdo transformada figura 11

tabela de transformadas (8)

tnf(t) | (-1)nF)(s) s > st ne N, com as mesmas condicdes da derivada geral

Transformada inversa de Laplace

Sendo univoca, a relagao na direcao de original para transformada, serd que
podemos desvendar a dire¢ao oposta (de transformada para original)? Nem sempre é
possivel, dado que ha casos em que vérias func¢des originais tém a mesma transformada
de Laplace. Mas excluindo esses casos, podemos determinar a transformada inversa de

Laplace. Assim, se F(s) for uma transformada de Laplace de f(t), isto ¢, se F(s) = transformada inversa de
= L{f(t)}, entdo verifica-se a Equacao 38. Laplace
. equagao 38
LHF(s)}=f(1)

A transformada inversa de Laplace também segue as propriedades de
linearidade das transformadas originais de Laplace. Sendo assim, a propriedade da
soma das transformadas inversas estd em Equagao 39. soma das transformadas
equagao 39
o {F(s)+G(s)} =L {F(s)}+£71 {G(s)}

Ja a multiplicagao por um escalar ¢é visivel em Equagao 40. multiplicagdo por um escalar

EI{AF(S)}z A-EI{F(S)}, 1eR equagao 40

Experimentemos assim calcular a seguinte transformada inversa (Equagao 41).

equagao 41
s e el
s°+9 s +4 s +9 s +4
+

+
22>< & }+cos(2t)=

_1
3 s°+9
2 3

=§ 3
2

a
El{s 9}+Cos(2t)=

= Esin(3t)+ cos(2¢)
[ ]
Alguns problemas podem ocorrer quando precisamos de calcular a
transformada inversa do produto de duas transformadas, isto &, L1{F(s)G(s)}. Néo
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sendo impossivel, mas também nao o mais pratico, usar o método da primitivagao por
partes, depois de védrios estudos comprovou-se uma construgao, designada por
“produto de” convolugao, representada pelo simbolo 3#, tal que se verifique a Equagao

42.
L{(f*8)(1)}=F(s)G(s)

Por definigdo, temos que se f, g : Rot — R, integraveis a cada [0, 1], verifica-se
a Equacao 43.

(f*g)(r)= _[;f(r)g(t—r)dr, >0

Propondo que se f, ¢ : Ro™ — R forem secionalmente continuas e de ordem
exponencial s, entao verifica-se a Equacao 44.

C{(f=g)t)=L{f()}-L{s(0)}. s>s5,

Uma possivel consequéncia da Equagdo 44, acontece para uma dada fungao
1, para a qual temos Equacgao 45.

o
—~
~+
~
1]

cl(f#g)(1)}= c{ [! f(T)dT}, pelo que F(s)G(s)= F(s)2

Podemos assim finalizar a nossa tabela de transformadas com mais duas linhas
na Figura 12.

fungéo transformada

111/s ,s>0

ed | 1/(s-a) ,s>a, aeR

tn | nl/si+1)  's>0,n e No

sin(at) | a/(s>+a?) ,s>0,aeR

cos(at) | s/(s?+a2) ,s>0,aeR

f(t) + g(t) | F(s) + G(s) ,s>sr8q

af(t) | aF(s) ,s>st

sinh(at) | a/(s>-a?) ,s>|a|

cosh(at) | s/(s>-a?) s> |a

H(t-a)f(t-a) | esa.F(s) ,a>0, s>st

f(at

(1/a).F(s/fa) ,a>0, s>st.a

fi(t) | sF(s)-f(0) ,s>st

(t

s2F(s) - sf(0) - f(0) , com " sec. continua e f, f’ de ordem exponencial a

flot

SF(s) - s+1(Q) - s¥2F(0) - ... - sfn2)(Q) - f-1)(0)

* com f0)=f e se fin for secionalmente continua e f, f, ..., fi*-") for de ordem exponencial a

tof(t) | (-1)nF)(s) , s > s1, n e N, com as mesmas condi¢tes da derivada geral

(% g)(t) | F(s)+G(s) ,s>so

(integral de 0 a t) oftf(t) dt | F(s)/s

convolugao

equagao 42

equagao 43

equagao 44

equagao 45

figura 12
tabela de transformadas
completa



2. Equacoes Diferenciais Ordinarias (EDOs)

Se considerarmos um objeto que verifica um movimento retilineo
uniformemente variado podemos verificar um comportamento como o representado na
Figura 13.

x() X

No exemplo da Figura 13, saber a posicao da particula em movimento é
possivel calculando 2(¢), mas para saber a aceleracdo da mesma ha que derivar
duplamente a posi¢ao z(t), isto é, calcular 2’(t) - o que resulta numa constante. Este é
um exemplo de equagao diferencial.

Um outro exemplo, algo andlogo ao anterior, é o da queda dos graves (Figura
14).

Na queda dos graves um objeto cai sob a agao da gravidade. Pela segunda lei
de Newton sabemos que a forga resultante é igual ao produto da massa do corpo pela
aceleragdo a que se encontra sujeito, isto ¢, F = m.a. Como ji vimos no exemplo
anterior, a aceleragdo é a dupla derivagdo da posi¢do da particula, pelo que a = y”’(%).
Dado isto, ficamos com F = m.y”(t). Sabendo que a aceleragdo da gravidade é
representada por ¢ = 9.8 m.s2, temos que F = m.g, pelo que y”’(f) = 9.8 m.s2.

Num modelo mais realista nao podemos considerar apenas a gravidade, mas
antes temos que considerar também a relagao de forga de atrito. Sendo assim, F(t) =
= m.y’(t) e F(t) = m.(9.8) - ky'(¢), com k como constante de proporcionalidade
positiva (daf o sinal negativo - por contrariar o sentido da gravidade). Juntando ambas
as forcas, temos que ¥"’(f) = 9.8m - ky'(f). Eis mais um exemplo de equagdo
diferencial, ndo tao simples como o anterior.

Ainda outro exemplo de equagao diferencial pode ser encontrado em circuitos
em série do tipo LR, como o esquematizado na Figura 15.

eI

®
L ANAN,—
Pela segunda lei de Kirchhoff sabemos a Equagdo 46, onde I é a intensidade da

corrente elétrica, L é a indutancia e R é a resisténcia. A Equacdo 46 é outra equagao
diferencial. Grande parte dos fenémenos fisicos sao descritos por equagoes diferenciais.
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figura 13
movimento retilineo
uniformemente variado

figura 14
queda dos graves

@® Isaac Newton

figura 15
circuito LR

® Gustav Kirchhoff
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Ld;—(tt)+RI(t):E(t)

Mas como é que podemos lidar com este tipo de equacoes? Consideremos, para
tal, a Equagao 47.

fl(t)+2f(r)=¢, com f(0)=2

Se f () + 2f(t) = e for verdade, como serd a sua transformada de Laplace? A
transformada de Laplace do primeiro membro tem de ser igual & transformada de
Laplace do segundo membro. Calculemos entdo o resultado da Equagdo 47 (Equagio
48, Equacao 49, Equacgao 50 e Equagao 51):

cl{pr2r}=£le} o {22 {0} = o

& sF(s)- f(0)+2L{f (1)} = ﬁ &
o sF(s)- f(0)+2F(s)=ﬁ<:>
& sF(s)—2+2F(s)= i f(0)=2

Se considerarmos F(s) como a nossa incégnita temos:

@(s+z)F(s):Ll+z@
-

1 2

2P = 672 5+2)

Para achar f(t) temos de achar a transformada inversa de Laplace da soma obtida:

1 1 ! 2
SO=L1F()=L {<s—1)<s+z>+(s+2>}=
s—1

-\ )

[
=—e ——e

3 3

Sendo assim, concluindo:

E'{F(s)}z ...:%e’—ée_2’+ﬁl{ iz}zée'—%e_Z’ﬁ—Ze_z’, t>0
s

equagao 46

equagao 47

equagao 48

equagao 49

equagao 50

equagao 51



Ja tendo ideia do conceito de equagao diferencial, vejamos a sua defini¢ao
formal. Uma equacao diferencial ordindria (usualmente abreviada pela sigla EDO) é
uma expressao da forma de Equagao 52, com varidvel independente x e varidvel
dependente y, com ordem n.

F(x,y,y',y",...,y(")) =0, neN

A equagdo y’(z) = -9.8 - y’(z) é uma equagao diferencial, embora nao tenha o
aspeto de Equacao 52. Para ficar com o aspeto semelhante, basta colocar tudo no
primeiro membro da equagao, como podemos ver na Equacao 53.

y"(x)+9.8+y'(x) = 9.8+0><y(x)+y‘(x)+y”(x): (IR= F(x,y',y"): F(x,y,y',y"):O

Por vezes, as equagoes diferenciais sao apresentadas com a forma da Equagao
54.

y(") = f(x,y,y',...,y("fl)), neN

A esta forma da Equagdo 54 damos o nome de forma normal, a qual nem sempre é
possivel de ser apresentada. A equacgdo que estamos a aplicar como exemplo de
equagdo diferencial, na forma normal fica y”’(z) = flz, y, ¥).

A solugdo de uma equagdo diferencial ndo é um nimero, mas antes uma
funcao ou um conjunto de funcoes. De forma matematicamente formal, diz-se que y =
= @(z) para = num certo intervalo aberto é uma solugdo da equacdo diferencial
ordenaria, se se verificar a Equacao 55.

F(x0(x).0'(x)...0" (x)) =0

Um exemplo de equacgao diferencial ordindria é ¢ = 1. Para calcular as suas
solugoes temos que efetuar o seguinte calculo (Equacdo 56):

y'=1, teR=y=t+c, t,ceR

Outro caso, é o da Equagao 57, para y’=1, onde temos que efetuar o seguinte cédlculo:

2
t
y'=1, te]R:>y‘=t+c:>y=5+clt+c2, t,c,c,eR

Podemos verificar que das solugoes de ' = 1 e 3y’ = 1 hd uma solugao entre a
ordem da equacdo e a solucdo geral. Se fizéssemos o mesmo cdlculo para 3" daria,
concerteza, todas as solugoes que contém exatamente n constantes arbitrdrias. Uma
solucao geral da equagao diferencial ordindria é uma expressao que nos déd todas as
solugbes possiveis da equagao diferencial ordindria. Um outro ponto de vista dir-nos-&
que a solugao geral é o conjunto de todas as solugoes possiveis da equagao diferencial
ordindria. No primeiro exemplo de solugdo (Equagdo 56), podemos escrever a solucao
das seguintes formas em Equacgao 58.
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equagao diferencial
oridindria

ordem

equagao 52

equagao 53

equagao 54

forma normal

solugao

equagao 55

equagao 56

equacao 57

solugao geral
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y=t+c, tceR ou {f(t)=t+c, teR,ceR}

Um outro conceito importante ¢ o de solugao particular de uma equagao
diferencial ordindria, que se define como qualquer solugao concreta, isto é, sem
constantes arbitrdarias, dessa equacado diferencial. A um conjunto destas solugoes
dependentes exatamente de n constantes arbitrdrias damos o nome de integral geral
numa equagao diferencial ordindria de ordem n. Este integral geral traduz-se por uma
familia de solugbes com o tnico requisito de ter tantas constantes arbitrdrias como a
ordem da equagado. Experimentemos assim verificar se a funcdo y = cos? z é solugao

diferencial ordindria 3’ 4+ 3y = 0. N&o resolvendo a equagdo até a solucdo, temos a
Equacao 59:
2 1 . " 2 < 2
y=cos x=y'= ZCosx(—smx) =y'"= —2(cos X—sin x)
dado isto:

y'+y'=0 & —2cos’ x+2sin’ x+cos’ x=0 &

< 2 2
& 28N x=cos  x &

1
(:)tanzxza, cosx#0 &

<:>tanx—+L
2

[
Como podemos reparar a possivel solugdo verifica-se para pontos isolados, mas nao
para um intervalo aberto. Sendo assim, y = cos?(z) nao é solugdo para a equagao
diferencial ordindria vy’ + 3 = 0. Verifiquemos agora se y = Cz - (%, com c real, é
solugao de (y')% - 2y’ + y = 0 (Equagao 60).

y=Cx-C* = y'=C, CeR
C’-xC+Cx-C*=0=0=0

[ ]

A “solucao” verifica-se, resultando numa proposi¢ao verdadeira, por 0=0. Neste caso
nao temos propriamente uma solugdo, mas antes uma familia de solugoes.

Consideremos agora a equagdo diferencial ordindria (3’)? = 1. Resolvendo esta

equagdo diferencial temos que se (3')? = 1, entdao y’ = +1, isto ¢, y = +z +C, com =

real e C real. As equacdes do desenvolvimento de y = 4z +C damos o nome de

integrais gerais, como ja verificAmos anteriormente. Graficamente, ao integral geral y =

= 2 +C, com z e C reais, podemos criar as seguintes curvas de integral geral (Figura
16).

equagao 58

solugao particular

integral geral

equagao 59

equagao 60

figura 16

integral geral



Denote-se o conjunto de retas da Figura 16 da forma y = z + C, com declive igual a 1 e
ordenada na origem igual a C. Para o integral geral y = -x +C, temos a familia de
solugoes da Figura 17.

Mas se verificarmos melhor, do passo de resolugao “se (y')? = 1, entdo 3 =
= 41”7 nés podemos obter declives +1 para determinados intervalos e -1, para outros
intervalos. Neste caso, essa alternancia é ilegal, dado que executd-la é criar pontos
angulosos, os quais possuem a carateristica de nao ter derivada, isto é, a fungao
perderd diferenciabilidade (Figura 18).

Convém assim definir solugao singular, de uma equacao diferencial ordindria
relativamente a um integral geral, como uma solugao particular da equagao diferencial
que nao estd contida na expressao do integral geral em causa.

Para uma equagdo diferencial como (y')? + 3> = 0 o esperado talvez seja uma
familia de solug¢oes, mas s6 hd um valor para o qual a equagéo se verifica. Ainda mais,
como consequéncia de operacoes algébricas, existem também equagbes sem qualquer
solugdo, como (y’)?> +1 = 0. Consideremos assim, novamente, a equagao (y')? = 1.
Como j4 verificdmos se (y')2 = 1, entdo y' = 41, isto é, y = +x +C, com z real e
C real. Na expressdo ndo hd uma indicagio precisa do sinal a usar (tendo o sfmbolo
“mais ou menos”, +). Mas se (y')2 = 1, entdo ¥’ = +1, pelo que y = +z +C, isto &,
y - C= +x, ou seja, (y - ()2 = 22. A este resultado damos o nome de solugao implicita
da equacao diferencial ordindria. Estas solugbes caraterizam-se por ndo conterem
derivadas (solugdo). Sendo assim, faz também sentido em referir integral geral
implicito e em solugao particular implicita da equacdo diferencial ordindria. A Figura
19 mostra a solugao obtida.

Outra definigao, assim, é a de solugao particular explicita, a qual indica uma

das vdrias possibilidades indicadas pela solugdo particular implicita (como a da Figura
19).
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figura 17
integral geral

pontos angulosos

figura 18
integral geral

solugao singular

solugao implicita

integral geral implicito,
solugao particular implicita

solugao particular explicita
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Problemas de valor inicial e equagdes de variaveis separaveis

Na instrumentagao de um problema relacionado com equagoes diferenciais é
possivel gerar um enquadramento de casos particulares. Através da explicitacdo de
valores iniciais podemos designar solugoes de equagtes diferenciais. Criam-se assim os
problemas de valores iniciais (também abreviados de PVI) ou também chamados de
problemas de Cauchy. A formalizacao da base destes problemas estd em Equagao 61.

F(x,y,y',y”,...,y(”)) =0

(x0)= 5053 (3%) = Y (x0) = 3,

Os problemas de valores iniciais formalizados na Equagao 61 contém
constantes dadas, representadas por o, Yo, Y1, ---, Yn-1. Até a0 momento ji referimos,
pelo menos, duas vezes no nosso estudo, problemas deste tipo. Na Equagao 62 estao as
duas vezes que precisdmos de os ter em conta.

y|+2y:et yu:_9‘8_y|
y(0)=2 y(0)=10, y'(0)=0

Como podemos verificar através da Equacao 62, para a equagao de ordem 1
temos 1 valor inicial e para a equagao de ordem 2 temos dois valores iniciais.

Para resolver equacoes diferenciais, primeiro, vejamos o seguinte método,
considerando sempre a forma normal de uma equacao diferencial ordindria, sobre a
qual y'=f(z, y), com x sendo a varidvel independente e y a varidvel dependente. Para
prosseguirmos consideremos equagoes diferenciais ordindrias de varidveis separaveis (ou
separadas) como as representadas na Equagao 63.

y'=——= (separdvel) ou ¢(y)y'=p(x) (separada)

Partindo de ¢(y)y’ = p(z), temos que y = @(z) serd solugdo desta equagao
diferencial ordindria se e s6 se ¢(¢(z))@’(z) = p(x) se verificar. Se tiver solugdo, se
primitivarmos o membro esquerdo da equacao, o conjunto das primitivas do primeiro

figura 19
solugao particular implicita

® Augustin-Louis Cauchy
problemas de valores iniciais

problemas de Cauchy

equagao 61

equagao 62

separaveis

equagao 63
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membro tem de ser igual ao conjunto das primitivas do segundo membro (direito),
como podemos verificar na Equagao 64.

Q(¢(X))§0'(X) = p(X) = IQ(¢(X))¢'(X)dx = Ip(x)dx equacao 64

Se assumirmos que y = @(z) e que @’ (z)dr = dy, entdo temos uma restricdo do
primeiro membro de y em ¢(z), como mostra a Equagao 65.

< JQ(y)dy =Ip(x)dx equagao 65
y=¢(x)

Se P(z) for uma primitiva de p(z) e Q(y) for uma primitiva de ¢(y), entdo verifica-se a
Equacao 66.

= Q(go(x)) = P(x) +c¢, em intervalos equacao 66
Se soubermos inverter @), podemos prosseguir com a Equagao 67.
(=4 (p(x) = Q_1 (P(x) + C) equagao 67

Se conseguirmos garantir que a Equagdo 66 ¢ equivalente a Equacdo 64 (partida),
entao a Equagao 67 é uma solugao explicita e a Equacao 66 é uma solugao implicita.

De forma sumariada: tendo uma equagao na forma ¢(y)y’ = p(z) rescrevemos
com a forma da Equagao 68;

d
Q(}’) Y _ p(x) equacgao 68
dx

prosseguindo para a forma de ¢(y)dy = p(z)dz podemos passar para a Equagio 69;

J.‘Z(J’)dy:J.P(x)dx equagao 69

sendo esta ultima a solugao implicita, agora s6 falta mesmo resolver a equagao em
ordem a y para obter solugoes explicitas.

Consideremos assim a equacao diferencial ¢y’ = 12 Esta equacao, jd na forma
normal, pode ser enquadrada na forma da Equagdo 64 tendo ¢(y) = 1/3> = y 2, e
tendo p(xz) = 1. Assim, passando para a forma da Equacao 68, temos a Equagao 70.

1 1d 1 -
—y'=1, y¢0<:>—2—y=1<:>—2dy=dx equagao 70

y Y dx y

Passando para a forma primitivada da Equacao 69, temos a Equacao 71.

1 1 )
& |dy=|ldxe-——=x+C, CeR,y#0 equagao 71
y? y
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De forma explicita temos assim a Equacao 72.

y=- ,v#20, CeR

x+C

Observando a expressao inicial podemos verificar que embora a solucao exclua
y = 0, substituindo ¥y = 0 em 3’ = 77 temos que 0 = 0, pelo que hd solucio para este
caso também. Graficamente, podemos representar as solugdes (a azul) da seguinte
forma (Figura 20), com C > 0 e real.

Se este problema fosse com valor inicial igual a zero, isto é, se y(0) = 0,
terfamos apenas uma solugdo (esta, y = 0), pois no grafico da Figura 20 podemos
verificar que sé nesse ponto é que é possivel a solugao. J4 se o nosso valor inicial fosse
-1, para que valores de X é que existia solu¢ao? Sendo y a expressao -1/(z + 1) temos
que o C tem de ser 1 para que y(0) = -1. Verificando os intervalos, temos que apenas
h4 uma solugao para o intervalo de |-1, oo[, dado que para o intervalo do integral geral
J-00, -1[ néo existe solugéo.

Equacoes lineares de primeira ordem

Uma equagao linear de primeira ordem é uma expressao com a forma da
Equacao 73.

a,(x)y'+a (x)y=b(x), a,.a,b:IcR->R, a,(x)#0, Vxel

nota!! em Equacao 73 I significa intervalo aberto.

Mas porqué linear? Interpretando por geometria analitica, temos que isto
corresponde a uma expressdo do tipo Az + By = C, o que graficamente se faz
representar por retas. Vejamos assim um exemplo de equagao diferencial ordindria nao
linear: (y’)? = 1 - esta equagdo nao é linear porque o valor de ap ndo depende de =,
mas antes apenas de y. Podemos também escrever as equacgoes diferenciais ordinarias
lineares sob a forma visivel em Equagdo 74.

y'+p(x)y=q(x)

equagao 72

figura 20
solugoes de EDO

equacao linear de primeira
ordem

equagao 73

nota

equagao 74



nota!! realizada dividindo a Equacao 73 por aj, nao hd qualquer relacao entre os
significados de p(z) e ¢(z) da Equagio 63 e da Equagao 74.

Assim, estudemos um método para a resolugdo deste tipo de equacoes.
Consideremos a Equacdo 74. A técnica que vamos usar parte de uma analogia entre o
primeiro membro da Equagao 74 e a expressao da derivada do produto, como podemos
ver em Equagao 75.

((x)g(x)) = F'(x)g(x)+ f(x)g'(x)

Na Equacdo 75, em comparagdo com a Equagdo 74, temos que f '(z) é
equivalente a y’ e que f{z) é equivalente a y. Mas isto ndo nos leva propriamente a
nenhuma conclusao. Serd que é possivel multiplicar a Equagao 74 por uma fungao
u(z) = 0, tal que a Equagdo 76 se verifique e o primeiro membro desta, isto é, o
membro p(z)y + p(z)p(x)y, é igual & expressao da derivada do produto de p(z)y?

u(x)y+ p(x) p(x)y = p(x)g(x)

Se Equacao 76 for possivel, entdo a equacao diferencial ordindria é equivalente
a (u(x)y) = p(z)q(z), pelo que se verifica a Equagao 77.

u(x)y= J-]«l(x)q(x)dx S y=

Por esta técnica serd sempre possivel encontrar uma fungéo p(z) que favorega
as condigbes apresentadas. Mas como é que podemos encontrar pu(z)? Se verificarmos
melhor, a Equagao 76 é equivalente ao seguinte desenvolvimento da Equacao 78.

p(x)y'+u(x)p(x)y=p(x)g(x) & p'(x)=pu(x)p(x), y=0

P(x)+c

Inicialmente tivemos que ¢ = 0, embora para ¢; = 0 tenhamos que 4 = 0, o
que também é solugao para a Equacao 76 - embora nao seja, de todo, relevante para o
nosso estudo, porque no inicio consideramos que p = 0. Geralmente, como s6
precisamos de uma funcdo p, escolhe-se ¢1 = 1, isto &, u = e’® - 56 precisamos de uma
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equagao 75

equagao 76

equagao 77

equagao 78
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fungdo que nos resolva o problema (escolhemos o valor 1 por uma questdo de
simplicidade). A g = e chamamos de fator integrante® da equagdo diferencial
ordinédria linear.

Consideremos, assim, a equagdo diferencial ordindria ¢’ - y = -e%. A primeira
coisa a concretizar é que uma equacgao diferencial ordindria linear de primeira ordem, a
forma da Equacao 74. Dado isto, podemos atribuir a p(z) o valor de -1 e a ¢(x) o valor
de -¢*. Usando o tltimo conceito abordado (fator integrante), temos que este serd o
mostrado na Equagao 79.

—X

ﬂ:e-[_]dxze

Se multiplicarmos a equagao pelo fator integrante, obtemos a seguinte Equagao 80
equivalente.

e'y—ey=—ee" e ly—ey=-1
Pela Equagao 77, temos que héd equivaléncia com a Equacao 81.

(e_xy)' =-loe‘'y=—x+c, ceR

sy=e'(c—x)

Na resolugao de um exercicio deste género, do passo de execucgao explicito na
Equagdo 80 para a explicita na Equagao 81, é importante referir que se pode obter
uma equag¢ao com uma complexidade algo elevada, pelo que ja tendo conhecimento do
procedimento tedrico abordado é possivel escrever a solugao diretamente.

Tentemos assim resolver a seguinte equagao em Equagao 82.

1 1 Vx*+1

—y'= = , x#0
xy x2+1y X

Primeiro, hd que verificar se a nossa expressao se encontra na forma da Equagao 74.
Neste caso nao se pode verificar isso, dado que temos (1/z), no primeiro membro da
equacgao. Para tal, hd que multiplicar toda a equagao por z, de forma a que consigamos
manter apenas y’, como explicito em Equacao 83.

1 1 NP+l x >

—y'— = Soy'— =+x"+1
xy x2+1y X Y x2+1y

Pela Equacdo 83 podemos enquadrar as fungdes p(z) e ¢(z) como -z/(2® + 1) e
V(22 4 1), respetivamente. Primitivando p(z), para o cslculo do fator integrante, temos
a Equacao 84:

1
J_xz):.ldx:_%szzildxz—%ln(x2+1)=—ln\/x2+l :ﬂ:(xz.”)_z

fator integrante

equagao 79

equagao 80

equagao 81

equagao 82

equagao 83

equagao 84
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Substituindo g (z) por (22 + 1)Y2 temos o desenvolvimento até & solucio em Equagio
85.

(XZ + 1)% y= Vxt+1 (x2 + 1)7% = (x2 + 1)% y'— _r sy=1 equagao 83
(x2 +1)5

x +1

1

(:)((x2+1)_5yj'=1

1
<:>(x2+1)_5y:x+c, ceR
sy=(x+c)vx’+1, ceR

Equagoes diferenciais ordinarias homogéneas

Até ao momento j4 temos trés formas de resolver equagoes diferenciais: uma é
através de transformadas de Laplace (método passivel de aplicar para equagoes de
ordem superior a 1), através de varidveis separdveis ou através do meétodo abordado
com equagoes diferenciais lineares de primeira ordem. Agora, vamos estudar novos
métodos, estes, que transformam uma equagdo de uma forma que ainda nao
aborddmos em equacbes de formas ja conhecidas. A esta nova forma ainda néo
abordada damos o nome de equagoes diferenciais homogéneas, as quais tém a forma equagdes diferenciais

formalizada na Equagao 86, sendo f: D c R? - R, (z, y) » flz, y). homogéneas

y'=f(x.y), onde f(Ax,Ay)=f(x.y), V(x,y)eD,, AeR:(Ax,Ay)eD, cauacio 86

Assim, consideremos uma fun¢do flz, y) com um A = (1/z). A partir da
Equacgao 86 podemos transformar a equagdo numa segunda com uma sé varidvel
(Equacao 87).

1 1 y y equacao 87
f(x’y):f(_x’_y):f(la_)’ Z=—:>f(1,Z)=1g(Z)
X X X X
Dado o desenvolvimento, ficamos com y'=g(z). Mas, no fundo, a Equagio 87
depende de trés varidveis: z e x, y (z porque y é derivada em ordem a ). Sendo assim,
o objetivo serd reduzir a nossa lista de varidveis, que atualmente é (z, y, z), para uma
lista mais pequena apenas com (z, 2), eliminando y. Assim, resolvemos da seguinte
forma (Equagao 88).
equagao 88
_dy _ d(xz) dz :
yV=—"—=—", y=xz2—>7+tx—=x+xzZ
dx dx dx
Mais concretamente, ficamos com g(z) = z + 22, isto é, 227 = g(2) - 2, 0 que é uma
equagdo de varidveis separadas, pelo que (Equacdo 89):
1 equagao 89

——dz= lalx, x#0, g(z)#z
g(z)-z  «x
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Resolvendo esta tltima, devemos multiplicar por z (dada a mudanga de varidvel
y = xz), de forma a obter solugdo para a equacgao diferencial diferencial original.

Consideremos o seguinte exemplo, no qual tentaremos resolver a equagao
diferencial 22y’ = 2 + xy + 1% Primeiro devemos passar a equagao para a forma da
Equagao 86. Dado isso, dividindo por 2? temos que (Equagao 90):

2
Xy'=x>+xy+y’ <:>y':1+z+y—2
X X

Nao sendo necessdrio, apenas por motivos meramente académicos,
comprovemos se a Equagdo 90 é, de facto, uma equacao diferencial homogénea
(Equagao 91).

2 2
f(lx,ly):1+%+/l—y2:1+X+y—2=f(x,y) c.qd.
x Ax X X

Mudando para a nossa varidvel z = y/z, isto é, y = xz, temos que y’ = z + zz’.
Assim, ficamos com o seguinte resultado (Equagéo 92).

z+x7'=l+z+7

Desenvolvendo para uma equacao diferencial ordindria com as varidveis separadas,
temos que (Equacao 93):

dz
z+xz'=1+z+7 <:>xd—:1+z2

X
1 1
& ydz=—dx
I+z x
1 1
= dz=|—dx
J‘l+z2 ¢ J.x

& arctanz=In|x+c, ceR

& arctan 2. = In|x|+¢c, ceR
X

[ ]
Uma outra forma possivel de apresentar uma equacao diferencial ordindria é
através da forma em Equagao 94.

y~=h£mj
a,x+b,x+c,

Resolver este tipo de equagbes é transformé-las em equacoes diferenciais
ordindrias de outras formas, passiveis de dividir em dois possiveis casos (Equagao 95)%.

a, b a, b
(@) =0 (b)
a, b, a, b,

#0

equagao 90

equagao 91

equagao 92

equagao 93

equagao 94

equagao 95



Para o caso em (a) ou a equagdo é de varidveis separdveis ou a mudanca de
varidavel z = aix + by ou z = axr + by converte-se numa equacao diferencial de
varidveis separdveis. Tendo biy = z- aiz, ficamos com a Equagao 96.

Z al
y=_——7X

b, b,
Da parte derivada de z, ficamos com a Equagao 97.

Z'=a,+by' o by'=z7-a, &y =———

Assim, ficamos com a transformacio seguinte (Equagao 98):

ax+z—ax+c

a2x+b2(;—zlxj+cz

1 1

Para o caso da alinea (b) da Equagdo 95 temos que existem a e B, ambos
pertencentes a R, tais que as mudangas de varidgvel z = u + a e y = v + P transforma
a equagao em Equacao 94 numa equagao diferencial ordinédria homogénea - diz-se entao
que a equagdo diferencial é redutivel a homogénea. Mas como calcular @ e B? As
constantes reais a e [} sdo solucdoes do sistema da Equagdo 99, sempre possivel e
determinado.

ao+bfB+c =0
a,o+b,f+c,=0

Este sistema em Equacao 99 é possivel e determinado porque a matriz, sendo
quadrada, tem sempre solugdo se o determinante for diferente de zero - condicdo de
partida para a nossa abordagem. Consideremos assim a seguinte equagio (Equagio
100).

. x+ty+4d
x—y—6

Primeiro ha que calcular o determinante para saber qual dos casos (a) ou (b), da
Equagao 95, havemos de seguir (Equagao 101).

| |=1-1=2(0)

Sendo diferente de zero, resolvemos o sistema da Equacao 99, aplicado ao exercicio, na
Equagao 102, somando as duas equagoes do sistema e calculando o valor das duas
incognitas a e P.

CALCULO | Z 6

equacgao 96
equagao 97

equagao 98

redutivel a homogénea

equacgao 99

equagao 100

equacao 101
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o+p+4=0
o—-f-6=0 a=1 o=1
= =
20-2=00=1 1+8+4=0 B=-5

Assim, a nossa mudanga de varidvel serd = u + 1 e y = v - 5. Comparando diversas
aplicagoes, temos que de u» z=u+ 1+~ y = y(z) = y(u + 1) » v(u) = y(u + 1) + 5.
Sabendo que y’ = dy/dz e v = dv/du, com a regra da cadeia, temos a Equacao 103.

_dv_dv dx _dv | _dvdy_dy _dy
du dx du dx dy dx dx dx

Substituindo de acordo com a Equagao 94, temos a Equagao 104:

_ut+l+v-5+4 u+v
u+l-v+5-6 u-v

!

Dado que usamos a Equagao 99, temos que esta expressao dd sempre uma equagao
diferencial homogénea. Mudando a nossa varidvel para um z = v/u, com u = 0 temos
que v = uz, pelo que a derivada v = z + wuz’. Substituindo, uma vez mais, temos a
Equacao 105.

, u+v . utuz
Vv = S ztuz =
u—v U—uz

' u(1+z)
U =————Z

u(l—z)
u%— l+z-z+2
du -z
-z 1

dz=—du
1+ 77 u

Tendo a equagao diferencial com varidveis separadas, prosseguindo com o método
abordado, temos (Equagao 106):

1+z u
1 Z
= dz— dz=|—d
J‘1+zz ‘ -[1+z2 : u !
1 1 2z 1
= dz —— dz=\|—d
J1+z2 2'[1+z2 =l

= arctanz—%ln(1+z2) =Inlu|+c, ceR

2
@arctan(i?)—lln[l+ (y+5) J=1n|x+1|+c

x-— 2 (x—1)°

equagao 102

equacao 103

equagao 104

equacao 105

equagao 106



Equacodes diferenciais ordinarias de Bernoulli

As equagoes diferenciais de Bernoulli sdo todas as equagdes com a forma da
Equacao 107.

y+a(x)y=b(x)y*, aeR, a#0,1

nota!! coloca-se a condi¢do que a@ = {0, 1}, porque se @ = 0 fica linear e se @ = 1 fica
uma equacao de varidveis separadas.

Dividindo ambos os membros da equagao em Equagao 107, para retirar y* do
segundo membro (Equacao 108).

yy'+a(x)y™ =b(x)

Se considerarmos y"* = z, temos que 22 = (1 - a)y*.y (pela regra da cadeia y
depende de z). A mudanga de varidvel dd entao origem a (2’ / (1 - a)) + a(z).z = b(=),
o que se traduz por uma equacao diferencial ordindria linear em z e em 2z, de primeira
ordem (com z = 1).

Equacoes lineares de ordem n, arbitraria

Uma equagao linear de ordem n, com n €N, é uma equacao da forma da
Equagao 109, onde ao, a1, ..., an, b sao fungoes continuas num certo intervalo I, com
ao(x) = 0, para todo z € I.

ay (2)y" +a, (x)y" .t a,, (x)y'+a,(x)y=b(x)

As fungoes aj da Equagdo 109, com j = 0, 1, ..., n, dizem-se os coeficientes da
equacao (Equagdo 109). Se todos estes coeficientes forem fungbes constantes (no
intervalo I), entdo a equagdo diz-se de coeficientes constantes.

Mantendo a terminologia anteriormente usada para as equagoes de primeira
ordem, a Equacdo 109 dir-se-4 homogénea (ou incompleta) quando b representa a
fungdo nula, isto é, b(z) = 0, dado que, caso contrdrio, a equagdo linear diz-se
completa (ou ndo homogénea).

Aquando da abordagem de problemas de valor inicial (ou problemas de
Cauchy) nao referimos um resultado muito importante, com o qual podemos inferir
que se p e g sao fungoes continuas num intervalo I, fechado, entao o problema de
Cauchy da Equagao 110 tem nesse intervalo uma e uma s6 solu¢do. A esta informagao
damos o nome de teorema da existéncia e unicidade de solucao global.

Y+ p(x)y=4q(x)
y (xo):yo
No fundo, este ultimo resultado da Equagao 110 pode ser aplicado para

equagoes de ordem superior a 1, pelo que se ao, ai, ..., an, b forem funcées continuas
num intervalo I, com ap(z) = 0, para todo = €I, entdo, nesse intervalo, existe uma e
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Bernoulli

® Daniel Bernoulli
equagao 107

nota

equagao 108

equacao linear de ordem n

equagao 109

coeficientes da equagao

coeficientes constantes

existéncia e unicidade da
solugao global

equagao 110
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uma s6 solucdo para o problema de Cauchy de Equacdo 111, onde Bo, fBi1, ..., fBn1 s80
nimeros reais dados.

ay(x)y" +a,(x)y" " +..+a, (x)y'+a,(x)y=b(x)
y(xo):ﬁo’ y'(xo):ﬂl’ e y(n_l)(xo):ﬁn—l

Quando aborddmos equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem tivemos
oportunidade de discutir um método de resolugdo baseado em fatores integrantes para
equagoes lineares de primeira ordem. Agora, para uma ordem arbitrdria, nao é dificil
mostrar que dadas duas solugoes da Equagdo 109: a sua diferencga é solugao da equagao
homogénea a si associada (igual, s6 que com b(z) = 0); a soma de uma solucdo da
Equagao 109 com uma solugao da equacao homogénea associada é também solugao da
Equagao 109. A partir destas informagoes, podemos abordar a solu¢do geral de uma
equacao diferencial ordindria linear completa, a qual se obtém adicionando uma
qualquer sua solucao a solucao geral da equagao homogénea associada. Este teorema
diz-nos assim que a solugao geral de uma equacao linear completa é dada por Equagao
112, onde gy, é a solucao particular da equagao diferencial e y, é solucao geral da
homogénea associada.

y:yp+yh

Dado isto e por vias de outro teorema, se a equagao diferencial homogénea de
ordem n €N tiver coeficientes continuos num intervalo I, entao existem solugoes como

a apresentada em Equagdo 113 (a), linearmente independentes em I e a solucdo geral é
Equagao 113 (b).

1 (%),35 (%003, (%) (a)
y=Cy, (x)+Cy,(x)+..+C,y,(x) (b)

Em termos praticos sé precisamos de achar n solugoes, linearmente
independentes, para resolver este tipo de problema. Ao conjunto de solucbes de
Equagdo 113 (a), visivel em Equacdo 114 é dado o nome de sistema fundamental da
solugao da equagao diferencial ordindria.

1 (x),25 (x) 003, (¥)

Em relacdo a independéncia linear, revendo a disciplina de Algebra Linear e
Geometria Analitica (alsl), temos que se diz que Equagdo 113 (a) sdo linearmente
independentes num intervalo I se nenhuma se puder escrever como combinacao linear
das restantes em [ Para verificar a independéncia linear podemos usar o seguinte
critério: sendo a Equacdo 113 (a) solugdes de uma equagdo diferencial ordindria
homogénea de ordem m €N e de coeficientes continuos em I, ha independéncia linear
em [ se e s6 se o determinante de Equagdo 115 for diferente de zero, para algum z €1
(e nesse caso é diferente de zero para todos os z do intervalo I).

Ao determinante da Equagdo 115 damos o nome de Wronskiano - em
homenagem a Jézef Wronksi, matemético e filésofo polaco - dai a designacao de W.

equagao 111

equagao 112

equagao 113

sistema fundamental

equagao 114

‘Wronksiano
® Jozéf Wronski



n(x®) o n) v, (%)
W (5my,) y'IFX) y‘z:(X) y'n.(x)
) ) ()

Anteriormente verificimos que e” e ¢ sio solugoes de y’-y-2y = O.

Verificando com o Wronskiano temos que (Equagao 116):

—x 2x

e e
—e ™ 2e*

=2e¢" +e' =3e¢" #0..
. {e‘x,e“} é sistema fundamental

Em termos préticos, estes passos de execugao nao costumam ser utilizados.
Estas execugbes sao realizadas, habitualmente, para demonstracoes tedricas e
evidéncias matematicas.

EDOs homogéneas lineares de ordem n com coeficientes constantes

Recordando a expressdao geral de uma equacao diferencial ordindria de ordem
n €N com coeficientes constantes, onde ao, ai, ..., an1, an €R e a = 0, temos a
Equacao 117.

ay (x)y" +a,(x)y" ™V +.ta,, (x)y'+a,(x)y=0

Para calcularmos uma solucdo para uma equacao homogénea devemos
procurar descobrir as raizes da equagao carateristica, pela qual obtemos a seguinte
expressao da Equacao 118.

n n—1 —
a,r’"+ar"” +..+a,_r+a, =0

Na Equagao 118 designa-se o primeiro membro da expressao como o polinémio
carateristico. Desenvolvendo a expressdo de forma a encontrar os valores de r (raizes
do polinémio), vejamos quatro situagbes que podem ocorrer como solu¢do da equagio
homogénea linear de ordem n €N, para os diversos resultados de raizes da equacao
carateristica:

» se r for uma raiz simples, considera-se a seguinte solucdo (Equagéo 119):

»se r for um conjunto de raizes multiplas da equacgdo carateristica,
consideram-se as seguintes solugdes e raizes (r=m=...=r,;) de multiplicidade
me{2, ..., n}:

m—1 _rx
e

2
e, xe™ ,x7e”,....x
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equagao 115

equacgao 116

equagao 117

equacgao carateristica

equagao 118

equagao 119

equagao 120
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se as raizes forem da forma dos pares a + i (@, reais) - de raizes
complexas simples -, consideram-se as seguintes solugoes (Equacao 121):

e™ cos(Bx),e™ sin(fBx)

v

se as rafzes forem um conjunto de pares de raizes complexas conjugadas
a4+ 61 = ar + B2 = ... = @m £+ PBm (= a + if), por cada um dos pares,
com m assumindo a multiplicidade m €{2, ..., n/2} (dado que trabalhamos

v

em pares), consideram-se as seguintes solugoes (Equagao 122):

€™ cos(fx),xe™ cos(Bx),....x" " e* cos(Bx)
e™* sin(Bx),xe” sin(fBx) ,...,x'” '™ sin(Bx)

Dadas estas tltimas regras, a solucao geral da equacgao diferencial ordindria
obtém-se como a combinagao linear de todas as fungoes consideradas anteriormente.

Vejamos, se pretendermos resolver a equacao 3" + 4y" - 5y’ = 0, primeiro,
terfamos de resolver a respetiva equacao carateristica r° + 472 - 5r = 0, pela qual
obterfamos r = 0 v r = -5 v r = 1. Assim, a solugao geral, de acordo com a conclusao
que obtivemos no final da enunciacdo das regras, é a combinacdo linear das solucoes
obtidas pelas raizes simples r = 0, r = -5 e r = 1, ficando assim com a equacao final
da Equagao 123.

_ 0x —5x X —5x x
y=ce +ce " tce =c e tege

EDOs lineares completas de ordem n com coeficientes constantes

Consideremos um primeiro exemplo, usando a equacao diferencial ordindria da
Equagao 124.

y'=2y'ty=e”

Neste novo método que iremos abordar é apenas 1til que no lugar de €7 se
encontre uma funcao exponencial, uma fun¢ao seno, uma funcao cosseno, uma fungao
polinomial ou possiveis combinacoes entre estas enumeradas. O ideal para resolver
expressoes como as de Equagao 124 seria ter uma aproximagao de y = e* Com muita
sorte até poderfamos obter um resultado desses, mas dada a abordagem, podemos
tentar encontrar solugdo para a Equagdo 124 tendo em conta um A €R, sendo que
y = Ae? Sendo assim, para calcular a solugéo teriamos a Equagao 125.

Ae " +2Ae "+ Ae”" =

Prosseguindo o desenvolvimento de Equagao 125, se dividirmos ambos os
membros da equagdo por €%, conseguimos obter uma solugdo particular: 44 = 1 &
< A = 1/4. Tendo a equagdo particular y, = (1/4)e? e tendo visto anteriormente que
yn = c1e¥ + coze?, temos que, por via de Equacao 112, podemos escrever a expressao
geral como explicito em Equagao 126.

Infelizmente este método nem sempre funciona. Denominado de método dos
coeficientes indeterminados, mais & frente veremos um caso para o qual falha.

equagao 121

equagao 122

equacao 123

equagao 124

equagao 125

método dos coeficientes
indeterminados



1
y=7¢€ Y+ +cyxe’

Embora falhe para alguns casos, um dos casos para o qual este método dos
coeficientes indeterminados é infalivel, é para a resolugao da Equagao 127.

y'=2y'+y=sinx

Serd que a abordagem deste ultimo método estudado funciona e podemos,
assim, procurar y = A sin(z) ? Aqui é mais complicado, porque nas derivacoes sin(x)
vai claramente oscilar entre as fungoes de cosseno e seno. No entanto, se tomarmos o
desenvolvimento de y = A sin(z) + B cos(x), temos que a primeira derivada serd
Y = A cos(z) - B sin(z) e a segunda derivada serd " = -A sin(z) - B cos(z). Sendo
assim, substituindo temos a Equagao 128.

—Asinx—Bcosx—2Acosx+2Bsinx+ Asinx+ Bcosx =sinx <
& —2Acosx+2Bsinx =sinx

Agora, tal como na igualdade de polinémios, os coeficientes tém de igualar, pelo que
(Equacao 129):

2B=1

A
-2A=0 B

NN (@]

Substituindo os coeficientes, temos que a nossa solucdo particular y, serd (Equagio
130):

1
Yy, =Ecosx

Tendo a solugao da equagao homogénea y, = c1e® + caze®, temos que, por Equagao 112,
a solugao geral é a Equacgao 131.

1 X X
y= Ecosx+cle +c,xe

[ ]
Como referido atrds, hd casos para os quais este método nao pode ser
aplicado. Por exemplo, considerando a equacao 3" - 23 + y = €% serd possivel obter
um y = Ae*? Se verificarmos a nossa solugdo homogénea (a mesma que anteriormente)
iremos reparar que serd a solugado particular, desenvolvendo y = Ae®. Este é um dos
casos para o qual nao podemos seguir esta abordagem.
Tentemos assim verificar a seguinte afirmacao: se yi1(z) é solucao de ao(z)y" +
+ ai(2)y + a(z)y = bi(x) e se y(z) é solucdo de ao(z)y" + + ai(z)y + a(z)y = b(x),
entdo y1(z) + we(x) é solucio de a(z)y" + + a(x)y + w(z)y = bi(x) + b(z). Se
substituirmos y por y(z) + y2(z) vejamos o que obtemos como informagao (Equagao
132).
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Pelo exercicio anterior podemos ver que, a partir deste momento, j4a
conseguimos resolver as equagoes cujos termos independentes, somados, resultam na

soma das equagoes para as quais cada uma ¢é solugdo. A este principio damos o nome
de principio da sobreposicao. Este método é assim vélido para equacoes diferenciais
ordindrias de ordem n €N.

Voltando atrds, como é que é possivel arranjar uma solugao para a equagao
y' - 2y + y = e*? Como j4 verificdmos, pelo método dos coeficientes indeterminados
nao é possivel obter solugdo por y, = Ae?, dado que atinge uma solu¢ao da equagao
homogénea associada. Se tentarmos para um y, = Aze® 0 mesmo iria acontecer, mas
para y, = Az’e® j4 nao aconteceria o mesmo. Cumprindo as derivadas necessdrias,
temos que y, = Aa?e’, a primeira derivada é y, = Az%e® + A2ze” e que a segunda
derivada ¢ 1" = Aa%e® + A2ze® + 2Axe® + 2Ae®. Assim, substituindo na equagio
original temos a Equacao 133:

Ax’e" + A2xe" +2Axe" +2Ae" — 2(Ax26" + A2xe")+ Ax’e" = e"
o AxPe" +4Axe" +2Ae" —2Ax% e —2A2xe" + Ax’et = ¢"
S A +4AX+2A-2Ax" —4Ax+ Ax* =1
S 4Ax+2A-4Ax=1

1
S2A=1A=—
2
Tendo identificado A como (1/2), podemos agora escrever Equagao 134:
1 2 x X X
y=—x"e +ce' +c,xe
2

Este método é denominado, como ja referimos anteriormente, de método dos
coeficientes indeterminados, o qual se aplica, sendo assim, aquando da determinacao de
uma solugao particular de equagoes diferenciais ordinédrias do tipo de Equagao 109,
onde ap, ai, ..., an1, an €R e b(z) tem uma das duas formas de Equacdo 135 ((a) ou
(b)), onde Pn(z) é um polinémio de grau m (podendo ser 0 - sendo assim designado

constante) e a, f eR.
P, (x)e™ cos(px) (a)

P, (x)e’“ sin(ﬁx) (b)

Por exemplo, e = b(z) pode ser escrita com a forma de Equagéo 135 (a) com
m=20,a=1,p =0 ou com a forma de Equacao 135 (b) com m =0, 0 =1, f = 1.

equagao 132

principio da sobreposicao

equagao 133

equagao 134

equagao 135



Assim, existe uma solugao particular com a forma de Equagao 136.
y, =x"e” (P(x)cos(,Bx) + Q(x)sin(ﬁx))

Em Equacdo 136, P(z) e Q(z) sdo polinémios de grau m ou inferior com
coeficientes a determinar, com k € Ny sendo a multiplicidade do complexo a + 48 como
raiz do polinémio carateristico da equagao diferencial ordindria homogénea a si
associada - o valor de k£ é 0 se o complexo @ + i ndo for raiz desse polinémio
carateristico.

Tentemos assim resolver a seguinte equacao diferencial: 3" - 3 - 2y = 442
Tendo resolvido anteriormente a equagao homogénea associada, obtendo a solucao
yn = ae®® + ee?. Pela abordagem anterior temos que, escrevendo 422 com a forma de
Equacao 135 (a), designando m = 2, a = 0, § = 0, obtemos a + i = 0. Verificando se
0 é raiz da equagdo carateristica negamos essa afirmagao, pelo que o valor de k serd 0.
Dado isto, temos que (Equagao 137).

y,=P(x)=ax’+bx+c, coma,b,c adeterminar
y,'=2ax+b
y,"=2a

Substituindo temos (Equagao 138):

2a—2ax—b—2ax*=2bx—2c=4x"

—2a=4 a=-4
S 2a-2b=0 4 b=2
2a—b—-2¢c=0 c=-3

Dado isto a solugéo geral serd (Equacao 139):
y=-2x"+2x-3+ce +c,e”

Método da variacao das constantes

Para alguns casos, o método de resolucao por coeficientes indeterminados nao
é possivel ser aplicado, de forma a chegar a um resultado final. Nesses casos podemos
usar o método da variagcao das constantes, método o qual passaremos a estudar a
partir deste momento.

Se recordarmos a resolugao realizada em §§Equagoes lineares de primeira
ordem, da Equagio 74, temos que esta é representavel em Equagdo 140, onde P(z) é
uma primitiva de p(z) e p(z) e ¢(z) sdo ambas fungdes continuas.

y=e W (J.ep(x)q(x)dx + c)

Com a Equagdo 140 podemos observar que a solugdo geral da equagao
diferencial ordindria homogénea associada (isto é, quando ¢(z) = 0) é Equagao 141.
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equagao 136

equagao 137

equagao 138

equagao 139

método da variagao das
constantes

equagao 140
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P(x)

y=C-e

Comparando com a expressao inicial de Equagdo 141 passamos para a original,
substituindo apenas C' constante por uma funcao de z, como a Equagao 142.

c+ Jep(x)q(x)dx

Por exemplo, considerando a seguinte equagao (Equagao 143), experimentemos
aplicar este método da variagao das constantes:

1 1 Vi +1

—y'— = , #0
xy x2+1y X (x )

Aplicando o método da variagido das constantes, temos que (Equagao 144):

y'= 2x y=vx*+1
x +1

Para esta resolucgao, a solugao da equagao homogénea associada é a Equacao 145:

-~ 12 ln)chr n\/xz—Jr
y=C-eJ"2“dx:C-e2jx2“dx=C~e21( l):C-el( 1):C-\/)c2+1

Dada a Equagao 145, interessa-nos agora encontrar solugoes da equacao diferencial
ordindria completa da forma seguinte (Equacao 146).

y=C(x)-\/x2+1

Para tal, averiguando a primeira derivada (Equacao 147), substituimos na primeira
equacao (Equagao 144) e temos a Equagao 148.

2x
y'=C'(x)Vx*+1+C(x) ——
( ) ( ) 2Vx% +1

C'(x) X +1+C () —2 L c()V+1=Vx +1

2\/x2+1 X2+1

& C'(x) VX +1+C(x) xR +1=V +1

x —_—
NI

<:>C'(x)-\/x2+1=\/x2+l <:>C'(x)=1<:>C(x)=x+c

Sendo assim, a solugao final serd a Equacao 149:

y=(x+e)V+1

equagao 141

equagao 142

equagao 143

equacao 144

equagao 145

equagao 146

equacao 147

equagao 148

equagao 149



Usando este método nao podemos saber se obtemos uma solugao geral, pelo
que, a partida, obtém-se, sim, uma solugao particular 1util para somar & solugao da
equacao homogénea associada e obter a solugao geral da equagao completa.

Para ordens superiores a 1 como é que podemos aplicar este método? Vejamos
assim, para equagoes lineares de ordem 2, como é que se processa o método da
variagdo das constantes. Como sabemos, uma equagao diferencial ordindria linear de
ordem 2 tem a forma de Equagéo 150, onde ao(x) = 0, Vz € L.

a (x)y"+a,(x)y'+a,(x)y=b(x)

De Equacao 150 ja sabemos que a equagao diferencial ordindria homogénea
associada tem como solucdo geral Equacao 151, onde ci, ¢2 €R e {¢1, ¢2} € um sistema
fundamental dessa equacdo diferencial ordinaria. Para resolver esta equacado temos de
procurar uma solucao particular de Equagao 150, da forma de Equagao 151.

Y, = (x)8,(x)+c, (x) ¢, (x)
Resolvendo a primeira derivada temos que (Equagao 152):
y',=c (x)¢,(x)+c,(x)¢", (x)+ ', (x) ¢, (x) + ¢, (x)9', (x)
Como podemos prever, a segunda derivada terd o dobro dos termos de Equagao 152,
mas nés sé precisamos de uma solugdo particular, pelo que se fizermos o segundo

membro de Equacao 151 igual a 0, talvez consigamos facilitar a segunda derivada,
como podemos verificar pela Equagao 153.

y',=c ('x)q)‘l (x)+ G (x)q)"] (x)+c'2 (x)¢'2 (x)+ ) (x)‘puz (x)

Sendo c1(z)¢'1(z) semelhante a c'2(z)@'2(x) é possivel verificar solugdo particular para
esta expressao igual a um (b(z)/a(z)), como na Equagdo 154.

Em suma, determindmos ci(z) e c(z) de tal modo que Equagdo 155 se
cumpra, num intervalo I.

¢, (x)¢1 (x)+ ¢, ()c)q)2 (x) =0
¢ (x)¢'1 (x)+c'2 (x)(b'z (x) = a, (x)

Mas como é que podemos saber que com Equacao 155 temos solucao? Tendo
como incdgnitas c1(z) e c2(z), a matriz do sistema é a de Equagdo 156, cujo
determinante é correspondente ao Wronskiano.
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equagao 150

equagao 151

equagao 152

equagao 153

equagao 154

equagao 155
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Como vimos na disciplina de Algebra Linear e Geometria Analitica (alsl),
quando um determinante é diferente de zero, significa que o sistema tem uma e uma sé6
solugdo, isto é, é um sistema possivel e determinado - neste caso o det(W) = 0 em L.

Sendo assim, experimentemos entdo resolver y"' + y = csc(z), sabendo de
antemdo a solucdo geral da equagdo homogénea associada yn = ¢1 cos(z) + ¢ sin(z).
Sabendo a solugao da equagao homogénea ji podemos concluir que o nosso sistema
fundamental é {cos(z), sin(z)}. Pelo método da variacio das constantes calculamos
entdo c,(z), com n = {1, 2}. Resolvendo a aplicagdo do sistema da Equagao 155, agora
em Equagao 157, temos que:

¢',(x)cos(x)+c',(x)sin(x)=0

—e', (%)sin(x) + ¢, (x)cos(x) = X = ]
1 sinx
()= Chi(x)cos(x)
¢>(x)= sin(x)
=4
(e (o) Ch(x)cos(x) 1
¢ ()sin(x) sin(x) sinx
= —c',(x)sin?(x)—¢',(x)cos*(x) =1
T =y (x)(sin® (x) + cos? (x)) =1
cos(x) )
c',= = cot(x) ¢, =In[sin(x)|
P sm(x) —
—c‘l(x)z Cl(x):_x
Sendo assim, a nossa solugdo geral ¢ y = -z cos(z) + In|sin(z)| sin(z) + ¢ cos(z) +
+ e2sin(z), em intervalos onde sin(z) = 0. ]

Para equagoes de ordem n €N completas com a forma de Equagao 109, com
ao(z) = 0, ao, a1, ..y Gn1, an, b : I = R, Vz €, obtém-se uma solugdo particular da
forma de Equagao 158, onde {¢1, ..., ¢n} ¢ um sistema fundamental de solucoes da
equagdo diferencial ordindria homogénea associada, determinando ci(z), ..., cu(z) tais
que o sistema de Equagao 159 se verifique.

Y, =6 (x)¢(x)+ 4 ¢, ()9, (x)

equagao 156

equagao 157

equagao 158
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equagao 159

Sejam ay, a1, ..., Gn1, an, b : I = R, sendo I um intervalo aberto, continuos e
ao(z) = 0, Vz €1, entdo, o problema dos valores iniciais de Equagdo 160, onde 1y estd
fixo em Ie yi, 12, ..., Yn1 S0 constantes dadas, tem uma e uma sé solugao em 1.

n—1) equagao 160

a, (x)y" +a,(x)y" "+ .+ a,, (x)y+a,(x)y=b(x)

y(xo):yo, y'(xo)=y|, e y("_l)(xo):yn_]

Por exemplo, se considerarmos o seguinte problema de Cauchy (Equagao 161),

serd que podemos afirmar que ele tem uma tnica solucao em R?

y||+ 4y|_|_ 4y: COS(Zx) equagao 161

y(7)=0, y'(z)=1

Se verificarmos a expressdo da equagdo linear de ordem 2, podemos ver que esta
coincide com a forma de Equagao 160 e ha continuidade. Tendo 2z = w temos que,
para ordem dois (n = 2), yo = 0 e y1 = 1, pelo que é verdade que existe apenas uma
solucao, através do teorema explicito em Equagao 160.

Trajetérias ortogonais

Imaginemos que temos um conjunto de uma infinidade de curvas e que
pretendemos tragar outras curvas, a si, perpendiculares - por curva perpendicular
entende-se que no ponto de intersecao as retas tangentes de ambas as curvas fazem um
angulo de 90° entre si. Este cendrio encontra-se retratado na Figura 21.

figura 21

trajetérias ortogonais
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De modo analitico como é que podemos processar este tipo de problema?
Consideremos o conjunto de curvas iniciais (representada pela curva a negro, na
Figura 21) como um integral geral f(z, y) = ¢/, sendo ¢ a tangente a familia de curvas.
A reta perpendicular a esta reta tangente, tendo a original declive m, a sua
transformada terd declive -1/m, pelo que sabendo que a familia original de curvas
segue a equagao diferencial y' = f(z, y), entdo a familia transformada seguird a equagao
diferencial ¢ = -1/f(z, y). Por exemplo, se a nossa familia de curvas for o conjunto das
retas que passam pela origem, como demonstrado na Figura 22, a equagao a que estas
se regem é y = mz + b.

Mas y = mx 4+ b nao é uma equacgao diferencial, e como tal, derivando temos
que y' = m e processando ambas as equagdes temos que ' = y'z, a qual ji é equagao
diferencial.

A familia de curvas ortogonais (aqui o termo ortogonal coincide com a
designagao de perpendicular) terd de ser o simétrico do inverso da equagao diferencial
da familia de curvas original, pelo que 3 = -z/y. Sendo esta equagdo diferencial de
varidveis separdveis, temos a Equagao 162.

,Xx dy
y=—"7"Sy =X
y dx
<:>Iydy=—dex
2 2
o=
2
2 2
PN A
2 2

X +y =2c

O integral geral da forma de 22 + 3> = 2¢, com ¢ real positivo ou zero tem a
forma da equagdo geral de uma circunferéncia, tal como podemos ver pela Figura 23.

figura 22
retas na origem

equagao 162
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y figura 23
trajetdrias ortogonais

L

3. Séries Numéricas

Em Caélculo T (alsl) vimos como é que podfamos transformar expressoes como
exponencial ou logaritmo. Agora, vamos estudar métodos para a anslise do
comportamento de polindmios, numa soma infinita. Primeiro, antes de chegar aos
polinémios, vejamos séries numéricas séries numéricas

Conceitos basicos

Consideremos o trajeto descrito na Figura 24.

. , figura 24
A B trajeto
Se percorrermos o trajeto do ponto A para o ponto B, apds caminhar d
metros, consumindo ¢ segundos, até B vou percorrendo d/2, d/4, d/8, ..., consumindo,
no final, 2t segundos. Representado na Figura 25, em termos matemédticos,
considerando S como o tempo resultante, temos a Equagao 163.
L L L 1 L ]l ﬁgura 25
A d d/2 d/4 dig B trajeto
— equagao 163
S =t quag
t
S, =t+—
r ot
S;=t+—-+—
2
r t t
S, =t+—-+—+—
8
t

S,,=t+£+---+ -
2 2"
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De forma mais representativa, S, é a soma dos primeiros termos de uma
progressdo geométrica (cada termo relaciona-se com o seguinte pela multiplicagdo de
uma razao constante) com razao 1/2, cujo primeiro termo é t.

Em geral, uma progressao geométrica tem a expressao da Equagao 164, onde
t; € o primeiro termo da série, r é a razao e n é o nimero de termos.

1_ n
S =t — | rz1
A W

Aplicando ao nosso exemplo, a Equacdo 164 fica com o aspeto da Equagao

165.
=t %E%é%% =2(1-(1/2)")

Avaliando o limite para um n a aproximar-se do infinito temos a Equacao 166.

lim2¢(1-(1/2)") =2¢

Em termos gerais e matematicamente mais corretos, uma série numérica é
assim uma expressao da forma da Equagao 167, em que a, é termo geral.

a+a,+a,++a,+=Ya,
n=1

nota!! na Equagdo 167 o simbolo Z ¢é a letra maitscula sigma, do alfabeto grego, que
pretende representar o conceito de somatorio.

A expressao de S, = a1 + ag + ... + an dé-se 0 nome de soma parcial, também
representdvel por (Sp)nen.

Uma série da forma da Equacao 167 diz-se também convergente se e s6 se a
sua soma parcial (Sy)n en for convergente, ou divergente se a sua soma parcial (Sn)y en
for divergente. A estas duas carateristicas damos o nome de natureza da série. No caso
de uma série ter natureza convergente, ao limite da Equagao 168 chamamos de soma
da série.

lims,

n—co

Séries geométricas

Uma série geométrica ¢ uma série da forma de Equacdo 169 que segue os

padroes de uma progressao geométrica, supondo que a = 0 e r €R.
2 3 _ n
atar+ar’ +ar’+--= ar
n=0

Avaliando o comportamento da série geométrica, através da Equagao 164,
temos que podemos escrever a Equagao 170.

progressao geométrica

equacao 164

equagao 165

equacao 166

série numérica
termo geral

equagao 167

nota

soma parcial

convergente

divergente
natureza da série

soma da série

equacao 168

série geométrica

equagao 169
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2 3 n—1 1 ~
a+ar+ar”+ar’+---+ar =a , r#l equagao 170

Verificando a soma da série podemos avaliar, genericamente, a natureza entre
véarios casos de 7:

. o se a>0 ,
para r=1: S =limna = .. & divergente;
> n—es -0 se a<0

. a a
parar=1: S = hm—(l—r") =——se ‘r‘ <1..é convergente;
» n

noe ] —r I-r

 parar=-1: § = limg(l —(—l)n) = indefinido 5

» para |r| > 1: a série diverge +00.

Em suma, a série geométrica converge se e s6 se || < 1, pelo que, no caso de
convergéncia, a soma é de (a/(1 - 7)).

Como podemos entdo determinar a natureza da série da Equagdo 171,
determinando a sua soma, caso convirja?

oo 2n—1
3"

equagao 171

n=1

Se calcularmos, logo a partida, o primeiro termo da série, temos que este é
1/3. Assim, sabendo que a série é geométrica, e tendo o primeiro termo, podemos
escrevé-la na forma da Equagao 164, ficando a Equagao 172.

1 1—(2/3)n equagao 172

"3 1-(2/3)

Analisando o seu limite, temos que (Equacao 173):

liml—(2/3)n =1 .. & convergente (2/3 < 1) equacao 173

n—oo

Dada a sua natureza ter sido avaliada como convergente, a sua soma ¢é
calculada na Equacao 174.

1/3 1/3 equacao 174
limS, = = =
e " 1=(2/3) 1/3

Séries redutiveis, de Mengoli ou telescopicas

Analisemos agora séries numéricas com a forma da Equagao 175.
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- 1
“n(n+1)
Uma expressdao da forma da Equacao 175 pode ser reescrita de forma a que

possamos somar duas fragdes, recompondo o corpo do somatério, como podemos ver
na Equacao 176.

LIS o S
Z(n+1)_

' n mn n+l

Se verificarmos as somas parciais podemos verificar que em todos os passos a
soma final é igual ao primeiro valor, menos o tltimo (Equagao 177):

1
S =1-—
2
o l11
3
NI PR
4
1L
n+1

Verificando também a sua natureza, podemos ver também que a série converge
e tem como soma 1 (pois limyse Sp = 1). Este primeiro exemplo serve assim de
motivagao para o estudo de um tipo novo de séries. Definimos entao que uma série do
tipo da Equag@o 178 é uma série redutivel (telescépica ou de Mengoli) se e s6 se se

verificar que 3peN : (Vien, an = tn - Untp) OU (VieN, @Gn = Untp - Un).

n=1

No exemplo anterior, em que verificamos a Equagao 175, o a, deverd ser igual
a (1/n) - (1/(n+1)), onde u, = (1/n) € unp1 = (1/(n+1)) e p = 1.

Mas como é que fica uma expressao em que verificamos Equacao 178, com a
respetiva condigdo, para um p = 3?7 Vejamos a Equagao 179.

S, =u,—u,

S, =u —u, tu,—us

Sy=u —u, tu, —us+u;—ug

S, =uy —u, Fuy —us Uy —ug+u, —u,

Ss=u, —u, vy —us+uy—Ug+u, — U, + s —Ug

Experimentando calcular a aproximagao para um n €N, temos que, com base
no processo anterior (Equagao 180):

equagao 175

equagao 176

equacao 177

série redutivel
® Pietro Mengoli

equagao 178

equagao 179
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S, = (”1 Tu,tus ) U T U T U equacgao 180
Dado isto, a sua soma serd (Equagao 181):
}ZLIES =u, +u,+us— }llm( et — Uy =15 equagao 181
Para um caso geral, com p €N, tendo a, = un - Untp, como verificado pela
Equagao 178 (e respetiva condigdo) temos Equagao 182.
S, = (”1 Tu, tetu, ) TUp T Uy T U, equagao 182

Assim, a soma geral serd também a representada na Equagao 183:

limS, =u, +u,+---+u, —hm(uw1 —u,,, —-~~—un+p) equacao 183

n—eo n—eo

Do décimo segundo ano de escolaridade ja devemos saber que se limy s un €R
entao Equacdo 184 (a) é valida, o que por conseguinte Equagao 184 (b) também o é.

limu,, =---=limu,,  =limu, (a) equagao 184
n—oo n—oo n—oo

limS, =u, +u, +---+u,— plimu, (b)

Nn—oo n—oo

nota! o limite de u, quando n tende para oo oscila, pelo que é pouco provavel que nota
Equacao 184 (a) se verifique, sendo que, caso nao se verifique, Equagio 184 (b) deixa
de ser vélido.

Determinemos assim a natureza da série da Equagao 185, e caso haja
convergéncia, calculemos a soma da mesma:

i 4 equagao 185
Para comecar, como ja vimos logo no primeiro exemplo, devemos tentar

reescrever a Equagao 185 como um somatério de uma soma, de forma a que possamos
ter algo com a forma an = un - Untp. Sendo assim, temos (Equagio 186):

— o | 1
2 ——

1 n n+4) =n n+4

equacao 186

Através da Equagao 182 podemos afirmar que (Equagao 187):

S, = (“1 tu, tus;+u, ) U T Uy U T Uy equagao 187
Calculando o limite de wu, temos que este é 0, pelo que é real, logo é vélido

tanto a Equagdo 184 (a) como a Equagdo 184 (b), por conseguinte, a natureza da série

é convergente. Agora s precisamos de calcular a soma (Equagdo 188):
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1 1 1 25

e I 2 3 4 12

Determinemos agora, da mesma forma, a natureza da série da Equagao 189.

- n
Sl 5]

Mais uma vez, para iniciarmos um problema deste tipo, devemos sempre
tentar bipartir a nossa série, como podemos ver pela Equagao 190.

im(#j:im(n)-ln(ml)

n=l1 n=1

Aqui, Sy = w1 - unt1, sendo que o limite para oo de In(n) é oo (infinito), o que
nao é real, o que permite que concluamos que a natureza seja divergente. =

Sabendo assim trabalhar com séries geométricas e de Mengoli, numa
composicao, dado o aumento do grau de complexidade dos problemas, podemos-nos
suportar da seguinte proposigao, a qual constata as seguintes afirmagoes:

» (i) - se AeR e se Equacao 178 for convergente, entdao a soma da prépria série

de ZAhan, representada por Zha, também ¢é convergente e verifica-se a
Equacao 191.

i Aa, = /li a,
n=1 n=1

Considerando vélido que a1 + haz + ... + han = Mar + a2 + ... + an),
VneN, aplicando a anélise tendencial para n — oo em ambos os membros,
temos que se prova a Equagao 191.

» (ii) - se A=0 e se Equagao 178 for divergente, entdo a soma da prépria série
de Zhay, representada por Zha, também é divergente.

Serd que com A=0, Equagdo 178 divergente, Zha, é convergente? Zha, é
convergente, porque A=0, logo 2(0.a,) = 0 + 0 + ... + 0 = 0. Assim, se
conseguirmos provar que ZAa, &€ convergente e A=0, conseguimos verificar se
Equagao 178 é convergente. Por (i) temos a Equagdo 192.

i A (lan ) = i a, (convergente)

n=1 n=1

v (iii) - se tivermos duas séries do tipo de Equagdo 178 e ambas forem
convergentes, a série formada pela soma de termos de mesmo indice também
é convergente e a Equagao 193 verifica-se.

equagao 188

equagao 189

equagao 190

proposicao

equagao 191

equacao 192
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n=1

Temos que ai+bi+a+bet...+antbn = (a+a+...+an)+(b1+bo+...4+by),
VneN. Assim, em limite com n — oo temos que (Equagdo 194):

(2aj+(2b]=

Em relagcdo ao segundo membro temos o limite para n — oo de
ar+ b+ ap+bo+...4an+ by, 0 que perfaz a Equagao 193.

» (iv) - se uma seérie do tipo de Equagao 178 for convergente e outra do mesmo
tipo for divergente, entao a série da soma, termo-a-termo, vai ser divergente.

Consideremos uma série do tipo de Equagdo 178 convergente e Z(an+bn)
convergente. Por (iii) e por (i) serd que podemos afirmar que Z((ap+bn) - an)
é convergente? (note-se que Z((an+bn) - an) = Z(bn))

Note-se que se forem ambas as séries divergentes, o resultado nao terd de ser
divergente. Numa dada soma a1 + a2 + ... + a + apy1 + ape2 + ..., com peN,
consideramos a1 + @ + .. + @ como uma soma parcial de ordem p (5,) e
ap+1 + apr2 + ... como resto de ordem p (R,). Como teorema, se =,—p+1(an) converge,

entdo Z,—1(an) converge e Equacao 195 é vélida.

Zan=5p+ z a,
n=1

n=p+l1

Vice-versa, também se valida Equacao 195, na forma de Equagao 196, sendo
que se Zn—1(an) converge, entao Zn—p+1(an) converge:

Considerando Z,—p+1(an) como R, e Zp-1(as) como S (sendo soma total), por
teorema, temos que se S converge, entao lim,s. R, = 0.

Na préatica nao é tanto este o teorema com que trabalhamos, mas antes o
seguinte, onde se S converge, entao acontece Equacao 197.

lima, =0
n—seo
Demonstrando este tultimo resultado temos que S, = a1 + ... + Gn1 +

+ an ,VneN\{1} e Sn1 = a1 + ... + an1,VneN\{1}, o que nos dé o resultado que
an = Sy - Sp1. Como para n — 0o S, converge para S e Sy converge para S, a, = 5 - S
converge para 0.

nota! o reciproco deste ultimo teorema é falso!
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equagao 193

equacao 194

soma parcial de ordem p

resto de ordem p, teorema

equagao 195

equagao 196

equagao 197

nota
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Vejamos um exemplo onde experimentamos aplicar este novo conhecimento.
Consideremos assim a seguinte soma (Equagao 198) e tentemos averiguar qual é o
limite para o infinito de ap.

5: n

= 5n+1

O limite é 1/5, o que por si ¢ diferente de zero. Dado este resultado, podemos
ter a certeza absoluta que a série é divergente.

Serd que agora conseguimos arranjar uma série divergente e que se aproxime
lentamente de zero? Consideremos a série da Equagao 199.

1 11 1 1 1 1
I+—+—+—+—+—+—+—+
2 3 3 3 4 4

+..
2

I 1
_+_
4 4

Neste exemplo temos que o limite quando n — oo é 0, mas a série é
claramente divergente (para co) - série harménica de (1/n).

Séries de termos nao negativos

No inicio desta unidade estuddmos dois tipos de séries. Até agora, sabemos
que se uma série tiver natureza divergente nao vale a pena obter o seu valor de soma,
mas no casos de séries convergentes é importante saber encontrar o seu valor, qualquer
que seja a complexidade do problema. Agora vamos estudar séries de termos nao
negativos, com teoremas que podem ser aplicados a séries de termos ndo positivos (se
estes forem multiplicados por -1).

Um teorema diz-nos que seja X,-1a, com a, > 0, qualquer que seja o n

natural, esta série converge se e s6 se (Su)uen for limitada superiormente. Provando,
uma soma S, = a1 + ... + an, a0 adicionar mais um termo, a sua soma aumentard ou
manter-se-4 igual. Assim, como a, > 0, entdo (Sn)nen € crescente. Por um resultado de
sucessoes, (Sn)nen converge se e s6 se for limitada superiormente.

Consideremos a expressao da série da Equagao 200.

- 1

n=1 n!

A série em Equagao 200 nao é nem geométrica, nem de Engoli, mas sabendo
que n! > 2"! qualquer que seja n natural, por inversdo temos que 1/n! < 1/2"1. Para
a série do segundo membro da inequagdo (£ 1/2"!) nés sabemos as suas carateristicas,
sendo uma série geométrica de razdo 1/2. Para uma série geométrica, como ja vimos,
se a razdo ¢ 1/2, entdo hd convergéncia. Para este caso o teorema dado é valido.
Usando a comparagdo 1/n! < 1/2™1 se X 1/2"! & limitado superiormente, entdo 1/n!
também ¢ limitado superiormente, pelo que, automaticamente, pelo teorema, ¢é
convergente. Embora numa primeira fase pareca um bocado caido do céu, a
comparagdo com 1/2™! mais & frente iremos abordar métodos para chegar a boas
comparagoes.

O critério seguinte relaciona a natureza das séries (de termos ndo negativos)
com a natureza de integrais impréprios. Assim, sejam a, > 0 e f: [1, oo[ &> R uma

fungdo decrescente tal que flz) = as, Vn €N. Entdo, a série -1 an e o integral

equacao 198

equagao 199

série harmdénica

teorema

equagao 200



impréprio [ f(z)dz tém a mesma natureza. A este critério damos o nome de critério
do integral.

Uma aplicacao deste tltimo conceito abordado é o estudo das chamadas séries
de Dirichlet (também denominadas de séries harmoénicas de ordem o). Uma série de
Dirichlet tem a forma da Equacao 201.

1+L+L+...+i+---, oeR
2 37 n*

Aferindo o integral Ji (1/n")dz temos que este converge se a>1 e diverge se
a<1, pelo que, pelo critério do integral podemos afirmar o que consta da Equacao 202.

il _ | convergente se o>1
é

~n divergente se o<l

nota!! a série Z,-1 (1/n) também podemos dar o nome de série harménica (de ordem
1).

Agora ja podemos voltar atras e perceber que para a resolugao de =,—1 (1/n!)
usou-se um argumento que passou, de certo modo, por comparar as somas parciais da
série a analisar com as somas parciais da série geométrica de razao 1/2. O critério que
vamos agora analisar, denominado de critério de comparagao, permite esclarecer em
que condi¢oes é que podemos usar estas técnicas de comparacao para estudar a
natureza de uma série. Para tal, suponha-se que dng €N : 0 < a, < by, V. > np.
Entao, uma das duas situagoes da Equagao 203 pode acontecer. Considerando £ como
2,-1 (até infinito), temos a Equacdo 203.

(a) an converge = zan converge
(b) Zan diverge = an diverge

Por exemplo, a série seguinte é convergente.

Analisando a série pelo critério de comparacao podemos obter a seguinte desigualdade

N

(Equagao 204), a qual levar-nos-a a utilizacio da convergéncia da série de Dirichlet
com a=3/2.

0< ! < ! VneN

\/n(nz + 1) \/; ’

n

O critério de comparagao nao nos diz nada acerca da natureza da série em
situagoes em que a série de termo geral mais pequeno é convergente ou quando a série
de termo geral maior é divergente. A comparacao dos termos gerais de duas séries
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critério do integral

séries de Dirichlet
® Peter Gustav Dirichlet

equacgao 201

equagao 202

nota, série harménica

critério de comparagao

equagao 203

equagao 204
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pode também ser feita na forma de limite, usando uma consequéncia do critério
anterior, definido como coroldrio do critério de comparacao (avaliando uma
comparagao por passagem ao limite). Assim, sejam Z,—1 an € 21 by, tais que a, > 0 e
b, > 0. Para tal, suponha-se que o limite de Equagao 205 existe.

[ =lim%

Para o limite de Equacao 205, se existir, entao uma das trés situagoes de
Equagao 206 ¢é vélida.

(a) se l € ]0,00[ , as séries Zan e an sao da mesma natureza;
(b) se [=0, an converge = Zan converge ;
(c) se [#0, Zan diverge = an diverge

Por exemplo, a série da Equacao 207 é convergente.

22n+5

4
= 1+n

Pela comparacao por passagem ao limite com a série de Dirichlet com a=3 e como o
corpo da série ¢ maior ou igual a 0, pelo que (1/n%) > 0, entdo verifica-se a Equagéo
208.

2n+5
— 4 3
lim L2 =1imz”1 I ) eR?
n—oo n—>co +n
?

Sendo assim, a série dada tem a mesma natureza da série = (1/n3) (que é convergente).

Num teorema novo, é dito que sendo a, €R, Vn €N, entdo se = |ay| converge,
entao X a, também converge. No caso de convergéncia é vilida a Equagao 209.

5>
n=1

=

an
=1

al’l

n

Chegamos assim a uma nova definigdo, a qual seja a, €R, Vn €N, se Z|ay| for
convergente, diz-se que X a, ¢ absolutamente convergente. Assim, o teorema anterior
diz-nos que toda a série absolutamente convergente, é convergente.r

Por outro lado, seja a, €R, Vn €N, se Xa, for convergente, mas Z|a,| for

divergente, entao diz-se que Za, é simplesmente convergente.

equagao 205

equacao 206

equagao 207

equagao 208

equacao 209

absolutamente convergente

simplesmente convergente
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Estas definigbes sao importantes porque para somas infinitas ha operagoes que
nao funcionam, em comparacao com somas finitas, como iremos verificar mais & frente.
Através de séries geométricas também podemos efetuar comparacoes, pelo que
se 0 < |as < 7™, Vn eN, Ir €]0,1], entdo, como Zr" é série geométrica convergente,
pelo critério de comparacdo, Z|a,| também converge (tal como Zan). Por outro lado, se
las| > 1, entdo o lim,—se |an| ou nao existe, ou existe e é diferente de zero, logo Za, e

2| an| divergem.

Critério de Cauchy

Um modo de simplificar o tratamento de comparagbes com progressoes
geométricas ¢ utilizando um novo critério, este como nome de critério de Cauchy (por critério de Cauchy

vezes também referido de critério das raizes). Assim, seja a, €R, VneN. Para tal, critério das raizes
suponhamos que existe a Equacao 210.

[ = lim"/a ‘ equagao 210
n—oo n

Dado isto, uma de duas alternativas seguintes pode ocorrer:

(a) se [ < 1, a série Za, ¢ absolutamente convergente;
(b) se | > 1, as séries Za, e Z|ay| divergem.
nota!! para um [ = 1, o critério é inconclusivo. nota

Por exemplo, vejamos a seguinte série e tentemos aplicar o critério de Cauchy
(Equacao 211).

oo 2 2n equagao 211
z( n +1 ]
2
=\ 2n"+3
Primeiro, enquadrando o nosso critério, temos que (n? + 1 / 2n? + 3)*" = ay = |aq|.
Aplicando o critério de Cauchy temos a Equagao 212.
1 -
2n 2n— 2 equacgao 212
n+1 e+l )’ +] 1 e
—— | =|T=>5— = > ——<1
2n"+3 2n"+3 2n"+3 4

Sendo [ = (1/4), verificando as alternativas do critério de Cauchy, temos que a série é
absolutamente convergente. .
Num segundo exemplo temos a série da Equagao 213.

i 3" equagao 213
n2
n=1 1
1+
n

Mais uma vez temos uma estrutura de um corpo de série elevado a n. Sendo o mesmo
corpo igual a a, temos a Equagao 214.
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equagao 214

n n—>wg_>1
l) e
n

Sendo [ = 3e ! e sendo este [ > 1, temos que a série diverge.

Critério de d'Alembert

Consideremos duas situagdes: se 0 < |an + 1] < 7las|, VneN, Ir €]0,1[; se
|an + 1] > |aa| > 0, VneN.
Para a primeira situagao temos que, em casos particulares, incialmente temos
que |a| < rla|, depois |a3| < rla] < r?|ai], e ainda depois continuamos com
las| < rlas| < r?az] < 7| ai], o que, prosseguindo, nos faz obter 0 < |ay| < rlan1| < ... <
< rHa|, VneN. Tomando apenas |a.| e 7?|ai| temos que Za, < Zr™1|an|, onde Zr"!|ay)
é uma série geométrica convergente, pelo que Z|ay,| é convergente (e Za, também).
J4 no segundo caso temos que |an| > |an-1| > ... > |a| > 0, pelo que lim a, ou
nio existe ou é diferente de zero, se existir. Em qualquer dos casos Z|a,| e Zan
divergem.
Uma forma de simplificar estes resultados é através da aplicagado de um novo
critério - o critério de d'Alembert. Assim, seja a, €R, VneN. Para tal suponhamos critério de d'Alembert
que existe o limite da Equagao 215. ©® Jean-Baptiste d'Alembert

equacgao 215

Dado isto, uma de duas alternativas seguintes pode ocorrer:

(a) se [ < 1, a série Za, é absolutamente convergente;
(b) se | > 1, as séries Za, e Z|ay| divergem.
" . P .
notal!! para um [ = 1, o critério é inconclusivo. nota

Por exemplo, vejamos o seguinte exemplo de série da Equacao 216 e tentemos
aplicar o critério de d'Alembert.

— 7! equacao 216

n
n=1 n

Primeiro, na tentativa de enquadrar o nosso novo critério, temos que igualar a
expressao (n! / n") = a, = |a,] > 0. Aplicando o critério temos a Equagao 217.

(n+1)! equagao 217
(n+1)"+l _on"(n+)  A"(n+l)n! n” _( n jn 1<1

n! (n+1)" 0t (n+1)" (n+1)n! (n+1)" \n+1 " e

nn

Como [ = ¢!, temos que a série é absolutamente convergente. .



Num segundo exemplo temos a série da Equagao 218.

= !
‘An
n=1 2

Sendo que an = |an] = (n! / 27), temos a Equagao 219.

(n+1)!
ot 2"(n+)n!_ 2"(n+1) n+l
n! - 2n+1n' - 2n+1 - 2 n—soo & >1
2}’!
Como [ = oo, e por si, [ > 1, a série diverge. .

Através do critério de d'Alembert também podemos verificar as séries de
Dirichlet, como podemos ver na Equagao 220.

1
(n+1)* n” ( n ]a
= o n—soo 1=1
RS (n+1) n+1
nlx

Com [ = 1, o critério de d'Alembert é inconclusivo, tal como ja tinhamos previsto
anteriormente. =

Séries alternadas e critério de Leibniz

Uma série harménica 2(1/n) é divergente, isto é, a sua soma é co. Mas como é
que se comportard a série da Equacgao 2217

Y (-1s

Se desenvolvermos o somatério da Equacao 221 podemos reparar que este
alterna o sinal ao longo de toda a soma, como podemos ver na Equacao 222.

Sem demonstrar o porqué, a soma dd In 2, embora praticamente se possa
visualizar a partir da Figura 26.

0 In2 1

/4 < ; =~
B I Sy
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equagao 218

equagao 219

equagao 220

equacgao 221

equagao 222

figura 26
soma da Equagao 222
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Define-se assim o conceito de série alternada, da forma da Equacdo 223, com
un > 0, VueN.

Uma forma simples e préatica de verificar a natureza das séries alternadas é
aplicando um novo critério - o critério de Leibniz. Em conceito, se u, > 0, Vue N, com

(un)nerr decrescente e limy—s un = 0, entdo as séries da Equagdo 223 sdo convergentes.
Se considerarmos uma expressao geométrica de S para a soma da série, temos
que pelo critério de Leibniz, verifica-se a Equagdo 224, com X (-1)"*lu, = S.

Si=u >S
S,=u,—u,>S§

S;=u, —u,+u; >S
S,=u,—u,tu;—u, >S§

Sn - S‘ S un+1

nota!! o erro |S, - S| torna w,+1 majorante da série.

Fator comutatividade e associatividade em séries por natureza

Na operacao de adicao finita existem duas propriedades muito importantes:
comutatividade e associatividade. Em termos de séries infinitas, essas propriedades nao
sao tao lineares. Vejamos assim a seguinte série divergente da Equacao 225:

1-1+1-1+1-14+1-14+1-1+...

Se associarmos ou trocarmos as parcelas de formas diferentes podemos obter diferentes
valores, como podemos ver na Equagao 226.

(1-1)+(1-1)+(1-1)+(1-1)+(1-1)+...=0
T+(-1+ D)+ (=14 1)+ (=1+1)+(-1+1)+...=1
T+14(=1+1)+(=1+ 1)+ (-1+1)+(-1+1)+..=2

Em suma, eis uma tabela, na Figura 27, que mostra a possibilidade de
aplicacao de ambas as regras, por natureza de séries:

série associatividade comutatividade
divergentes n&o definido nao definido
ggégm‘gs O é valido é vélido
imegzrgﬁfetse ¢ valido n&o definido
absolutamente é valido é valido

convergentes

série alternada

equagao 223

critério de Leibniz
® Gottfried von Leibniz

equagao 224

nota

comutatividade,
associatividade

equagao 225

equacao 226

figura 27

tabela de comutatividade e
associatividade por série



No caso de séries de termos nao negativos, se a série é obtida por uma certa
associagao dos seus termos de uma determinada soma, entao a série original converge
para a mesma soma.

J4 todos conhecemos a quantidade w, mas porque é que esta é igual a
3.14159... 7 Em termos gréficos, vejamos a Figura 28.

3 v i 4
e : : : : y :

3.1

Partindo do primeiro digito, temos ® = 3 + 0.1 + 0.04 + 0.001 + ... Através
de uma série geométrica podemos representar a Equagao 227.

1 4 1 5
T=3+—+—F+—+—+
10 10° 10° 10

Vejamos um segundo exemplo, no qual analisamos a quantidade 0.77777... .
Em termos de série, podemos escrever esta quantidade como uma série geométrica de
(7/10) + (7/10%) 4+ (7/10%) + ... + (7/10"). Através dos conceitos j& abordados, de
séries geométricas, temos a Equacao 228.

7
<7 7 1 10 7 . ) o1
2 —=—+——— =-°5 =, pois a razao geométrica é —
10" 10,1 9 10
10 10

Num terceiro exemplo temos que a = 1,(24)©). Neste caso, temos que a é igual
a escrever 1 + (2/10) 4+ (4/10%) + (2/10%) + (4/10%) + ... =1 + (24/10%) + (24/10%)+
+ (24/10°) 4 ... = 3(24/102"). Analisando temos a Equagao 229.

24
o 24 24 1 100 24 41
1+ =1+ . =1+ =l+—=—
;102” 100 l—i 9 99 39
100 100

4. Séries de Poténcias e Formula de Taylor

Tendo o conhecimento do comportamento e andlise de séries numéricas,
podemos iniciar o estudo da temdtica de séries de poténcias. Assim, uma série de

poténcias centrada em ceR é um expressao da forma da Equacao 230, onde a, €R,

VneNN, e se € uma varidvel real.

oo

Zan(x—c)n=a0+al(x—c)+a2(x—c)2+---
n=0

CALCULO Il 5 4

figura 28
a quantidade = (pi)

equagao 227

equagao 228

equagao 229

séries de poténcias

equagao 230
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Em Equagao 230, ao, a1, az, ..., a, sao denominados de coeficientes da série. O
primeiro coeficiente, ap, é obtido pelo expoente n, quando este é n = 0. Acontece que
como r - ¢ = 0, temos uma indeterminacao 0°. Esta situagdo & esclarecida pela
formagao de uma convengao, a qual, per si, define o primeiro termo da série.

Um exemplo de série de poténcias é a seguinte série centrada em ¢ = 0, em

coeficientes a, = 1, Vne N, como podemos ver na Equacao 231.

Zx" =l+x+x"+x"+-
n=0

A série acima define que, pelos resultados ja conhecidos da unidade anterior,
para cada z €R, trata-se de uma série geométrica de razao x. Por conseguinte, a série

acima converge se e s6 se |z] < 1. Caso |z| < 1, a sua soma é exprimida pela Equagio
232.

1
1-x

Por conseguinte, temos que a soma da série Z,—9 2" é obtida, por Equacao 232,
da forma que se pode verificar em Equagao 233.

S
Zx Cl-x

n=0

Nesta série define-se um dominio de convergéncia - conjunto de pontos para o
qual se garante convergéncia - como |-1, 1[.
Um segundo exemplo é dado pela seguinte série (Equagio 234):

oo n 2 3
X

X X
Y =l xSt
1 217 31

Uma forma de resolver a série acima, tal como abordado na unidade anterior,
é aplicando o critério de d'Alembert. Assim, temos que fazer como na Equacao 235.

n+l

|x

(n+n1)!: ‘nx| | x| n! _ |« _0<1
P

n!

Como podemos verificar acima na Equagdo 235, pelo critério de d'Alembert, o
dominio de convergéncia desta série de poténcias ¢ R (onde a convergéncia até é
absoluta).

Um terceiro exemplo pode ser a resolugao da série da Equagao 236.

i#(x+l)":(x+1)—%(x+1)2+§(x+1)3+---

n=1

coeficientes da série

equagao 231

equagao 232

equagao 233

dominio de convergéncia

equagao 234

equagao 235

equagao 236



Passando a resolugao, aplicando novamente o critério de d'Alembert, temos a Equagao

237:
n+2
(_1) (_X+ 1)n+1 »
n+l EES

ﬁ( e + (n+1)

n

=1 ————|x+]]
n+l1 "7

x+1)

Pelo critério de d'Alembert, se |z 4+ 1] < 1, a série converge absolutamente; se |z 4+ 1|>
> 1, a série diverge; se |z - 1| = 0, o critério nao traduz qualquer resultado. Resolvendo
a inequagdo |z + 1| < Otemos que [z + 1| < 0o -1<z+1<1e-2<2<0.
Sabendo que -2 < z < 0, temos que se z € ]-2, 0[, a série converge absolutamente; se,
por outro lado, z €]-00, 2[ U |0, oo[, a série diverge; se x = -2, a série diverge; se z = 0,
a série converge (pelo critério de Leibniz, por ser uma série alternada). Assim, o
dominio de convergéncia da série acima é ]-2, 0]. ]

Um dltimo exemplo de aplicagao é o ilustrado a partir da série da Equacao
238.

oo

Zn!(x—Z)"

n=0
Mais uma vez, pelo critério de d'Alembert, temos a Equagao 239.

n+l

(n+1)]x-2

n

=(n+1)|x—2|——=—>0c0, excetox=2-0

n—oo

n!|x—2

Pelo critério de d'Alembert, o domfnio de convergéncia é apenas {2}, pelo que é o
tnico valor para o qual o limite é menor que 1. .

Por vias de um teorema, temos que dada uma série de poténcias da forma de
Equagao 230, verifica-se uma e uma sé das seguintes afirmagoes:

» a série converge (absolutamente) em z = ¢, e diverge quando z = ¢;

» a série converge absolutamente em R;

» existe um dnico R > 0 tal que a série converge absolutamente se |2-¢| < R e
diverge se |z - ¢| > R.

Através do terceiro ponto anterior, temos que z €]c¢-R, ¢+ R[. J4 no primeiro
ponto o domifnio de convergéncia é apenas {c}, pelo que se convenciona que R
(denominado de raio de convergéncia) é igual a R = 0. Por fim, no segundo ponto
convenciona-se que R = oo. Sempre que R = 0, a |¢-R, ¢+R| damos o nome de
intervalo (aberto) de convergéncia.

Consideremos uma série de poténcias da forma de Equacao 230, com a, = 0,
Vn eN. Se x = ¢, j4 sabemos que converge, dado que uma série de poténcias converge
sempre no seu centro. Entao, mas como é que podemos avaliar a natureza quando
z = ¢? Aplicando o critério de d'Alembert, tal como ja temos realizado, temos a
Equacao 240.

nota!! na Equagao 240 considera-se que existe limite de (|an + 1]/|an|) — L
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equagao 237

equagao 238

equagao 239

teorema

raio de convergéncia

intervalo de convergéncia

nota
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e

n+l

equagao 240

n+1

|
==

n

n+l|

l\x—c\

n—>o0

Se prosseguirmos, agora temos de ser capazes de saber distinguir quando é que
l|z - ¢| ¢ menor que 1 e quando é que é maior que 1. Assim sendo, eis Equagao 241.

1 equagao 241
llx—d<le|x—d <3

l|x—c|>1<:>\x—c\>%

nota!! atencao que embora haja semelhancga entre a Equacao 241 com o limite suposto nota
no critério de d'Alembert, os limites ndo sdo iguais!
Até & Equacao 241 provdmos a seguinte proposi¢ao: seja Equagdo 230, com proposicao

an = 0, Vn €N, se existir o limite de Equagao 215, entao Equagao 242 é vélida.

equagao 242

1
szzlima—”

n—eo (g

n+l‘

Analogamente, temos uma aplicagdo com o critério de Cauchy. Assim, seja
Equagdo 230, com a, = 0, Vn €N, se existir o limite de Equagao 210, entdao Equagao
243 ¢é vilida.

1 ) equagao 243
R=-=lim—

n—eo p
an

Note-se que caso nao existam os limites de Equacao 210 ou Equacao 215, tal
como nos préprios critérios de Cauchy e de d'Alembert, respetivamente, nao é possivel
aplicar qualquer um dos critérios.

Determinemos assim, a titulo de exemplo de aplicagao, o dominio de
convergéncia da série da Equacao 244.

equacao 244

Sendo centrada em -2, a série da Equagao 244 pode ser escrita na forma da Equagao
230, como podemos verificar na Equacao 245.

=) =)

2 x+2 Z : 1 (x+2)"

i 5n Jn+1 5" In+1

equagao 245

Pelo critério de d'Alembert e por Equagao 241 temos a Equagao 246.
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equagao 246

( \/1 j v
n n+l
R=lima SN+l 5" Nnt2

= — < =1]lim =5
n—ee 1 e 5'\n+1
5"'\n+2
Sendo o nosso intervalo de convergéncia |-2-5, -2+5[ = |-7, 3|, testamos ¢ = -7 ¢ z = 3,
conforme podemos ver na Equagao 247.
equagao 247
sex=-7: (converge por Leibniz)
2 75" J +1 an+1

- |
sex=3: = —= (divergente - série de Dirichlet
2 “ 5" \/ +1 2 \/ n+1 2 Jn (divers )

n=1 N1
Concluindo, o dominio de convergéncia ¢ [-7, 3[. ]

Férmula de Taylor

Consideremos uma dada func¢ao f(z), como a representada na Figura 29, e um
seu ponto (¢, f(c)).

Y figura 29
uma funcgao f
(c. f(c))

Dada uma fungdo f(z) como é que podemos obter a sua equa¢ao? Uma forma
de o fazer (talvez até a mais 6tima) é recorrendo a processos de aproximagdo. Uma aproximagao
aproximacao é uma tentativa de redesenhar a funcao pretendida através de
aproximagoes consecutivas de operagoes entre outras fungbes. Na Figura 30 podemos
ver a aproximagao, em seis termos, da fungio f(z) = e~

a? at

figura 30
ex a . ~
aproximacoes a e*
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Portanto, as linhas de cores (& excegdo da cor azul da fungéo e*) da Figura 30
damos o nome de aproximagoes. Precisamente, é isso que procuramos, sendo que nos
interessa encontrar uma aproximacdo a fungdo f(z), centrada na abcissa c. Dai a
necessidade de criar uma segunda aproximagao, destacada pelas diferengas de cor das
linhas, na mesma figura. A linha vermelha representa um dado polinémio P(z) tal que
P(c) = flc), P'(c) = f'(c) e P"(¢) = f"(¢). Para um polinémio P(z) de grau superior
a aproximacgao é muito mais otimizada.

No caso da Figura 30 analisa-se a fung¢ao exponencial, entao, centrada em
z = 0. Para um polinémio do primeiro grau, analiticamente, a reta que passa pelo
ponto (0, 1), sendo tangente a f(z) é calculada através de y - f(c) = f'(¢)(z - ¢) o que
porsuavez é y -1 =1(z-0) © y =1+ z Para um polinémio do segundo grau, P(z),
isto é, da forma P(z) = aw2® + mz + a2, e sabendo que P(0) = a2 = € = 1, e que
P'0) = (2ax + a1)]s=0 = a1 = € = 1, temos a Equagio 248:

1= = P(1)= (20, , =20, 5=

Por conseguinte, temos que P(x) = (1/2)2> + = + 1.

Mas serd que em termos mais gerais hé a possibilidade de efetuar uma forma
comum? Por vias de um teorema temos que é possivel provar que para P(z) = a +
+ ai(z - ¢) + a2z - ) + ... + au(z - ¢)* se verifica que P(c) = f(c), P '(¢c) = f (¢,
P'"(c)=f"(c), P""(c) = f""(ec), ..., P"(c) = f7)(c) se e s6 se se verificar a Equagao
249.

——=, Vk=0,,2,..,n

Por conseguinte, e tendo como convencao que f0 = f, verificamos Equacao 250.

Tff(x)zé%(x—c)k = P(0)= (e £ =)+ LD e L ey

Por vias da expressao de Equagao 250 chamamos ao polinémio em estudo,
polinémio de Taylor, de ordem 7 de f, no ponto c.

nota!! é possivel provar que o polinémio de Taylor é o unico polinémio, por cada f, de
grau menor ou igual a n que verifica P(c) = flc), P (¢) = f '(¢), P "(¢) = f "(¢),
P "(c) = f'"(c), ..., P"(c) = f"(c). Um exemplo da aplicagao desta ideia ¢ , por
exemplo, tendo flz) = 2 + z- 52% + 1% To3f(z) = flx) (porque ambas as expressoes sao
de grau 3 e ha a unicidade referida acima).

Tentemos assim calcular o polinémio de Taylor da funcdo flz) = €%, ¢ = 0.
Esta funcao é relativamente simples, dado que em termos de derivagao, a derivada de
e’ ¢ a prépria fungdo. Assim, f"(0) = 1. A expressao do polinémio de Taylor ¢ a
seguinte (Equagao 251):

"1 2 3 4
Tonexzz_xk:1+x+x_+x_+x_+...
& 2737

equagao 248

teorema

equagao 249

equagao 250

® Brook Taylor

polinémio de Taylor

nota

equagao 251



nota!! a um polinémio de Taylor centrado em z = 0, dd-se o nome de polinémio de
MacLaurin.

Tentemos agora obter a expressdo do polinémio de Taylor da fungao seno, com
¢ = 0. Calculando as derivadas temos que f'(x) = cos z; f"(z) = -sin z; f"(z) = -cos x;
f "z = sin z = flz) (de quatro em quatro derivadas retornamos a f(z)).
Analogamente, calculando o valor das derivadas para = = ¢ = 0, temos que f{0) = 0,
f£'0) =1, f"0) =0, f"(0) = -1, f""(0) = 0. Daqui podemos prosseguir para a
expressao final, visivel em Equacao 252.

2n+2 s 2n+l s \ (_1)k 2k+1 x3 XS )C7
T, sinx=T;"" s1nx=27x [ FRA T A A
=(2k+1)! 31 50 7!

Calculando, analogamente ao polinémio de Taylor para a fungao seno, a
fungao cosseno terd um aspeto semelhante. Assim, da mesma forma por que foi obtido
para a fungdo seno, em Equagdo 253 temos o polinémio de Taylor para a fungao
cosseno.

n (_l)k - xZ x4 x()

x=l-——t———

< (2k)! 20 41 6!

2n+l 2
T, " cosx=T,"cosx=

Em termos prédticos existe uma dificuldade passivel de ser enfrentada - o
célculo de derivadas sucessivas. Consideremos a seguinte expressao: flz) = 1/(1-z).
Para resolver o polinémio de Taylor para este f{z) temos que calcular as derivadas:
F(@) = (1-0), com £(0) = 15 £ '(2) = 2(1-2)*, com ["(0) = 2 f"(z) = 2x3(1-z)",
com f"(0) = 2x3; fV(z) = 2x3x4(1-2)%, com fV(0) = 4!. Pela tendéncia podemos
verificar que f ((z) = nl(1-z) ™" com f7(0) = nl. Mas serd que a férmula estd
correta? Através do processo de induc¢do matematica podemos verificar se se valida. A
inducao matemadtica é realizada em duas fases: primeiro verifica-se para o primeiro
caso, fazendo n = 0: 0! = (1-z) V' = (1-2)' = £0), e numa segunda fase hd que
supor que f"(z) = nl(1-z)"*D" & verdade e calculamos f"t)(z) como derivada de
f(z), como podemos ver na Equagao 254.

f(n+1) (x) _ (f(n) (x))' _ (n!(l _ x)—(n+1)!)| _ n!(—(” + 1))(1— x)_”—l—l (_1)

Pelo processo de indugao matemdtica a férmula é verdadeira, qualquer que
seja o n inteiro, dado que confirmamos que se a férmula executa um dado passo,
executa também para o passo seguinte.

Voltando atrds, temos que, para concluir o nosso exercicio (Equagao 255):

1 & k!
TO”—=Z—xk=l+x+x2+x3+---
1-x i3 k!

CALCULO |l 6 O

nota
polinémio de MacLaurin
® Colin MacLaurin

equagao 252

equagao 253

equagao 254

equagao 255
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Como vimos pela introdugao, o polinémio de Taylor é uma aproximagao a
fungdo f(z). Sendo assim, efetuando a diferenca fz) - T."f(x) = 0. Ao resultado da
diferenca anterior damos o nome de resto R."f(x), como é visivel em Equacao 256.

fO)=Tf(x)=RIf(x) & f(x)=T/f (x)+ R f (x)

Por vias de um teorema, se o resto R.'f(z) for, ao tender para infinito, para
zero, entdo flx) é especificada pela expressao da Equagao 257, a qual se dd o nome de
série de Taylor da func¢ao fem c.

=30y

i k!

Considerando n € Np, uma fungao f com derivadas continuas até a ordem n+1
em [a, b] e supondo um c¢ €[a, b], temos que para todo o z €[a, b], podemos escrever
f(x) com a expressdo de Equagio 258, cujo segunda parcela do segundo membro da
equagdo é uma expressao para o resto R.f(z).

F(x)=T" f(x)+% [ £ (1) (=1 di

Na préatica ndao é o teorema de Equacao 258 que se usa, mas antes uma
consequéncia da aplicagao deste, que, por si, gerou um novo teorema, o qual, com as
mesmas hipéteses que anteriormente, Vz € [a, b]\{c}, existe pelo menos um 0 entre c e
z tal que a Equagao 259 se verifique:

. () .
f(x)=T f(x)+m(x—c)

Tanto & expressao de Equagao 258 como & de Equacgao 259 podemos dar o
nome de férmulas de Taylor. A expressio do resto de Equacio 258 dd-se o nome de
resto na forma integral (ou mais simplesmente resto integral) e & expressao do resto da
Equagdo 259 dé-se o nome de resto na forma de Lagrange (ou simplesmente resto de
Lagrange).

Consideremos a funcdo exponencial f(z) = €. Escrevendo a férmula de Taylor
com a forma de resto de Lagrange temos a Equagao 260.

n k

0
x—+e—x”+1, VxeR,EIQe]c,x[,czo
1 (n+1)!

f)=e'=

Verificando a expressao anterior num gréfico temos a Figura 31.

Como podemos ver na Figura 31 temos que podemos majorar ¢’ sendo que
conseguimos eliminar dependéncias. Assim, considerando z > 0, entao < e e se
z < 0, entdao ¢’ < 1. Prosseguindo, desenvolvemos de forma a que se possa verificar a
Equacao 261.

resto

equagao 256

teorema

série de Taylor

equacao 257

equagao 258

equagao 259

férmulas de Taylor
resto na forma integral
resto na forma de Lagrange

® Joseph-Louis Lagrange

equagao 260
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Y ox figura 31

|

majorantes de e’

S
X X N
6 | o
0< Lx"“ = i' n+l equacao 261
(n+1)! (n+1)!

O uso dos médulos provém da necessidade de manter as desigualdades, pelo
que podemos efetuar uma comparacao entre o maximo de 1 ou €%, e (|2/"*!/(n+1)!), e
|(e°/(n4+1)!) 2"+, como podemos ver na Equagdo 262.

|x

(n+1)! e

n+l

equagao 262

n+l

X 0

m‘ Smax{l,e”}

Assim, temos que o resto Rf(x), com n no infinito, tende para 0, pelo que e*
toma a expressao de Equagao 251. =

Num segundo exemplo, temos a fungdo seno, pela qual podemos escrever a
seguinte expressao (Equagao 263):

equagao 263

n 2k-1 (2n+2)
sinx = (—l)k( al oL (9)x2”+2,396]c,x[,c=0

o 2k+1)! (2n+2)!

Para a funcdo seno existe um majorante claro que é 1. Assim [f2"+2(0)| < 1. Pela
mesma ordem de raciocinio, temos a Equagao 264.

2n+2

f(2n+2)(9)x2”+2 y \x
(2n+2)! _(2n+2)! e

equacao 264

0< 0

Assim, temos que o resto R."f(x), com n no infinito, tende para 0, pelo que sin z toma
a expressao de Equagao 252. .
Consideremos agora uma nova funcdo f(z), com a expressiao da Equagao 265.

— equagao 265
f(x):: e se x#0

0 se x=0

Sendo f(z) uma funcdo continua e tendo ela derivada em todas as ordens, é
possivel provar que qualquer que seja k, a derivada de ordem k de f{z) é sempre 0.
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Assim, podemos construir a sua série de Taylor. De acordo com a defini¢do de série de
Taylor temos a Equagao 266.

SYAUC) NS
g; r x =0

k

Mas f = 0, ou seja, nao podemos ter uma fungao com as carateristicas, sendo a sua
férmula de Taylor convergente, mas nao para a funcg@o inicial. A este tipo de séries
dé-se o nome de séries nao-analiticas, contrariamente aos casos anteriores estudados,
em que todas sao analiticas, isto é, podendo-se escrever como séries de poténcias.

Numa calculadora, geralmente, é executada a férmula de Taylor para o calculo
das exponenciais e fungoes trigonométricas. Por exemplo, para um z particular (z = 1)
temos a Equacgao 267.

e=e =Zi:1+1+l+l+i+---
=) 2731 41

Como serd a especificagdo de Ro*e”.—17 Vejamos como é que a calculadora resolveria

este processo; 0 estd entre 0 e 1, pelo que ¢’ estd entre 1 e e, em particular 1 e 3
(Equagao 268):

(Rse')

w4 414l

Podemos agora afirmar que se calcularmos 141+4(1/2)+(1/3!) teremos um valor
aproximado de e com um erro menor que (3/4!). Sendo 14+1+(1/2)+(1/3!) = 2,(6) e
(3/4!) = 0.125 temos que 2,(6) < e < 2,(6)+0.125=2.761(6). Por enquanto, sé6 sabemos
que as unidades de e sdo 2, ndao podendo aferir que 7 é o algarismo das décimas.
Usando o erro méximo terfamos que 2,(6) + (1/4!) = 2,708(3) < e < 2,791(6). Como o
algarismo 7 aparece em ambos os lados da desigualdade, temos agora a certeza que e
tem 2 unidades e 7 décimas. Prosseguindo o mesmo raciocinio, podemos obter um
valor cada vez mais aproximado de e.

5. Sucessoes e Séries de Fun¢oes

Ora anteriormente ja referimos séries de fungoes, como a série da Equagao 269,
onde o termo da mesma, ao invés de ser um nimero, ¢ uma fungao:

ix" — f(x)=x"

Do mesmo modo para as sucessoes, onde uma sucessao de fungoes, cada seu
termo, ao invés de ser um nimero, é uma fungao, como na Equacao 270:

(x" )neN — f(x)=x"

equagao 266

séries nao-analiticas
analiticas

equagao 267

equagao 268

equagao 269

equagao 270
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Em geral podemos afirmar que a Xf,(z) ¢ uma série de fungoes onde série de fungoes
fo: D> R,z fy(x), com D sendo igual para todas as f, € (un)nen € uma sucessao de
fungodes, onde u, : D — R, u+ un(z), com D sendo igual ara todas as . sucessao de fungoes
Analogamente ao nosso estudo de séries numeéricas, comecemos por sucessoes
de funcgoes, de forma a poder tratar das séries de fungoes mais facilmente. Tomemos
assim, primeiramente, como exemplo a expressao da Equagao 271.

(un (x))neN com u, ()C) =x",xe [0,1] equagao 271

Analisando este tltimo exemplo temos que para cada z €[0,1], podemos
calcular o limite em limusoo (Un(2)) = limysee (%) = 1 se 2 =1 ou 0 se z €[0,1]. Como
podemos averiguar, sendo a fungao continua, a expressao sucessiva nao o é.
Geometricamente, na Figura 32, a sucessao mostra o seu comportamento divergente.

Y figura 32
1 sucessao
X 1 X
Na Figura 32 podemos reparar que ao longo do aumento do valor de n, em z",
o grafico aparenta ficar mais "reto", gerando uma tendéncia em formar uma reta y=0
até x = 1 e depois uma reta vertical até y = 1, em z = 1. O valor de y em z também
tende para 0, de n para n.
Um segundo exemplo serd a expressao da Equagao 272.
xn
(,(x)) , comu,(x)= e [0,1] equago 272
Analisando este tltimo exemplo temos que para cada z €[0,1], podemos
calcular o limite em limuy—oo (un(2)) = limusee (27/n) = 0. Mais uma vez, graficamente,
podemos verificar o seu comportamento através da Figura 33.
Y « figura 33
1 sucessao
1/2 x2/2
1/3 x3/3
1/4 ¥ —— X4
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Na Figura 33 esclarecemos facilmente o porqué de lim,- (2"/n) = 0.
Definimos assim, considerando wu., u : D — R, que se diz que (us)nen converge
pontualmente para u se se verificar Equagao 273.

Vx e D,limu, (x)=u(x)

n—sc0

Por outro lado, dadas w,, u : D — R, diz-se que (un)nen converge
uniformemente para u se se verificar Equagao 274.

lim(sup‘un (x)- u(x)|) =0

=\ xeD

Na Equacgao 274 "sup" é o supremo do seu argumento. No caso do exemplo da
Figura 32 temos que, sendo o supremo supeo,i| |2 - u(z)| = limysee 1 = 1 = 0, este
nao ¢é uniforme. J4 no caso do exemplo da Figura 33, temos que o supremo
supae,y |(2%/n) - w(z)] = limaseo (1/n) = 0, pelo que é uniforme.

Enunciemos assim a seguinte proposi¢ao, onde se (un)pen, com u, : D — R
converge uniformemente para uma funcao v : D — R, entao também converge
pontualmente para u. Em prova, temos que qualquer que seja x € D, supondo que h&
convergéncia uniforme verifica-se Equacao 275.

0<

u, (x) - u(x)| <sup|u, (a) - u(a)| —0

Pelo teorema das sucessoes encaixadas, temos a Equagao 276.

un(x)—u(x)‘TO, ou seja, un(x)Tu(x)

Em termos praticos hd que calcular sempre se existe limite lateral pontual.
Caso nao haja, entao nao haverd nem convergéncia pontual, nem convergéncia
uniforme. Caso haja limite, substitui-se u(z) no cdlculo para a convergéncia uniforme e
caso haja limite é uniforme, caso contrédrio é apenas pontual.

Consideremos agora um novo teorema, no qual sendo w,: [a, b] > R, neN,

fungdes continuas tais que (ua)nen converge pontualmente para w : [a, b] — R:

» se a convergéncia de (un)nen para u for uniforme, entdo u ¢ continua (além
disso, u é integravel e verifica-se Equagéo 277):

Jbu(x)dxz blim u, (x)dx =1lim bun(x)dx

a n—oo n—ooda

» se existirem ', : [a, b] — R, nelN, se forem continuas e se (u'n)new
convergirem pontualmente, entdo existe u' e Vz €[a, b, podemos calcular
u' = (limpsoo ue(w))' trocando a derivada pelo limite (Equacao 278):

u‘(x) = (limun (x))' =limu', (x) ,Vxe [a,b]

n—oo n—o0

converge pontualmente

equagao 273

converge uniformemente

equagao 274

supremo

proposicao

equagao 275

teorema

equagao 276

equagao 277

equagao 278



Consideremos agora séries de fungoes. Primeiro tratemos de esclarecer que
tipos de convergéncia sdo possiveis. Assim, primeiramente, dada f, : D — R, diz-se que
2 f. converge pontualmente para f(z) se Vz € D, se se verificar Equagao 279.

Por outro lado, dadas f,, f: D — R, n €N, diz-se que X f, converge
uniformemente para f(z) se a sucessdo das somas parciais da série convergir
uniformemente para f(z), ou seja, se se verificar a Equagdo 280.

=0

£ (x)- £(x)

k=1

lim| sup

n—00

xeD

Critério de Weierstrass

Se tiver um determinado conjunto de fungdes f, que parte de um dominio

DcR >R, nelN,VzeD, VnelN, se |fu(z)] < ancr e Z a, converge, entdo verifica-se

Equacao 281.

Z f, converge uniformemente (e absolutamente) em D
n=1
Tentemos aplicar este critério a série 2 2. J4& vimos que esta série converge
(até pontualmente) se e s6 se |z] < 1, isto é, o seu dominio de convergéncia é ]-1, 1J.
Usando o critério de Weierstrass temos a Equagao 282.

=|A" < r”,Zr" converge (pois |r| <1), r€]0,]|
n=0

Vxe [—r,r],

xn

Entdo, pelo critério de Weierstrass converge uniformemente em [-r, 7], pelo que esta
convergéncia uniforme é muito bem validada pela Equagao 283.

e R 1-x" 1
lim| sup 2 x'— 2 x'| |=lim| sup ——
n=e | xel-11[| g ey nooe| ey 1=x  1=x

. I-x"-1
=lim| sup
nooe ey 1—x
n
- |
=lim| sup [——| |=o°
noeo| el 1—x
A série ndo converge uniformemente para |-1, 1. L]

Por via de um teorema, se considerarmos uma série de poténcias Zan(z-c)”
centrada em ¢ com raio de convergéncia R = 0, o maximo que se pode afirmar é que a
série converge uniformemente em qualquer intervalo [a, b] dentro de |c-R, c+R[. Num

CALCULO Il 6 6

equagao 279

converge uniformemente

equagao 280
® Karl Weierstrass

equagao 281

equagao 282

equagao 283

teorema
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outro teorema (teorema de Abel), temos que, nas mesmas condigdes do teorema
anterior, se a série convergir no extremo c+R (respetivamente c¢-R) entdo converge
uniformemente em qualquer intervalo da forma [a, c+R)], Va €]c-R, c+R[ (ou também
[c-R, b], Vb €]c-R, c+R]).

Um ultimo teorema diz-nos que, seja = an(z-¢)" com raio de convergéncia
R = 0. Entao:

» f €& continua no dominio de convergéncia da série;
v fé diferencidvel em |c-R, ¢+ R| e verifica-se Equagao 284;

f'<x>=i(an<x—c>")'=§a,,-n(x—c)""=iaml-(n+1)<x—c>"

n=0 n=0

v V[a, b] contido no dominio de convergéncia da série, verifica-se Equagao 285.

b © o (x _ C)n+l w=b
j f(x)deZJ a,(x—c) dx= 2 a,~———
“ n=0"" n=0 n+l =a
(em particular): rf(t)dt = i a_: . (x- c)'”1 ,Vx € dominio de convergéncia
¢ n=0 1t

Como consequéncias da aplicagao deste tltimo teorema, temos que:

» se f(x) se pode escrever como f(z) = Zan(z-¢)" = a0 + a1(z-¢) + ax(z-¢)? + ...,
com raio de convergéncia R > 0, entdo flc) = aw e f'(2) = 0 + a1 +
+ 2.a2(z-¢) + ..., logo f'(c) = a1 e f"(2) =0 + a2 + 3.2.a3(z-c) + ..., logo,
f"(¢) = 2ap, ... Prosseguindo indefinidamente, temos que, iremos obter, em
particular, a Equacgao 286:

f"(c)=n'a,, a, =

n

v se f(z) for representada por uma série de poténcias com R > 0 a volta de um
centro ¢, entao tem derivadas finitas de todas as ordens numa vizinhanca de
7
c.

Contrariamente a forma como elabordmos o nosso conhecimento relativo a
determinadas expressoes, verifiquemos a férmula da derivagao de e* através das
respetivas representagoes em séries de poténcias (Equagao 287).

(3]

n=0 n'

teorema
@® Niels Henrik Abel

teorema

equagao 284

equagao 285

equagao 286

equacao 287
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Como n é constante aos olhos da derivacao, hd que efetuar o seguinte desenvolvimento,
tal como podemos ver na Equagao 289.

1 equacao 289

@r=(S5)-3[ 5] -

n=0 n ' n=0 n ‘

Por convencgao, sabemos que n! sendo n = 0 é 1, mas, fora convengbes, em
casos deste tipo, é conveniente designar o caso de n = 0 como algo mais especial. Aqui,
com n = 0, o célculo é 0, pelo que podemos escrever a série da mesma forma, partindo
de 1 (Equagédo 290).

o o o equacao 290

1 n— o | n— n— N 1 n— X
Z—!I’ZX 1=2—|nx 1=2£X l=2mx l= x——e

n=0 n n=1 n: n=1 n! n=1 n=1 n!

A mesma operagao pode ser executada com a func¢ao seno e cosseno.

Séries de Fourier

Consideremos os integrais da Equagao 291.

T P equagao 291
J sin xdx J. cosxdx

- -

Aparentemente, estes integrais sdo muito simples de resolver, mas vejamos em
termos graficos, como ¢é visivel na Figura 34.

v, figura 34

integrais de seno e cosseno

Podemos ver que, dadas dreas negativas e positivas, em mdédulo, iguais, os
integrais dao 0. Alterar sin z para sin(nz), com n €Z faz com que haja mais oscilagoes
entre -7 e ©, dando na mesma 0, ou seja, eis a Equagao 292.

d ara
J Sin(nx)dx =0, neZ equacao 292

-

J”cos(nx)dx: 0 se nezZ\{0}
o 2w se n=0

Consideremos agora o integral da Equagao 293.
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J.” sin(nx)cos(nx)dx =7 equagao 293

-

Através de uma férmula trigonométrica, podemos reescrever a Equacdo 293 na
Equacao 294.

fﬂsin(nx)cos(nx)dx = fﬂ%(sin((m +n)x)+sin((m- n)x))dx =0, mneZ  equacio 294

E o seguinte integral, da Equacao 2957

Jﬂ sin(nx)Sin(nx)dx=_[ﬂ %(COS((W—H)X)_COS((m—i-n)x))dx={ ?[ Se mwn  equagio 295
N o se m=n

Relacao de ortogonalidade

Em suma, as vérias relagées de ortogonalidade (mais importantes para o nosso relagoes de ortogonalidade
estudo) sao as seguintes (Equagao 296):

(a) _[” sin(nx)cos(nx)dx =0 equagao 296

-
0O se m#n

(b) Jw sin(nx)sin(nx)dx =

T T Ss€e m=n

4 0 se m#n
dx =
(c) J_ﬂcos(nx)cos(nx) x T se men

Séries trigonomeétricas

Uma série trigonométrica é uma expressao da forma da Equacao 297. série trigonométrica
a, ~ )
?+Z(an cos(nx)+bn sm(nx)) equacio 297

n=1

Na expressdo da Equagdo 297 cos(nz) e sin(nz) sdo duas fungoes periddicas de
periodo T = 27.%

Relativamente & expressao acima, se esta série convergir, a sua soma serd uma
fungao periédica de periodo T = 2.

Supondo que a série acima converge uniformemente em [-w, 1] para f{z), entdo
temos a Equagao 298.

fﬂf(x)dx:J.” 0dx+2(_[ a, cos(nx dx+'[ b s1n(nx)dx) equagao 298

J-” f(x)dx:J-ﬂ °dx+2( J- Ccos nx)dx+bj sin nx)dx)

-




J_” f()c)dx:J_,r az—odx+i(an 0+b, -O)
n=1
j F(x)dx= j ?dx+0
J f(x =—+27T<:>J f(x)dx= a07r:>a0——J fx
Na Equagao 299 podemos discutir em que termos é que m = n.

j_ f(x)cos(mx)dx = j_”—cos dx+2(j a, cos(nx)cos(mx )dx-i—j_””bnsin(nx)cos(mx)dx)

n=1

.-_J_’;f(x)cos(nfo)dx:JA,r %cos dx+2(j a, cos(nx)cos(mx )dx+0)

-

J_” f()c)cos(nfwc)dx:%0'[_7r cos(mx dx+2(j a, cos(nx)cos(mx )dx)
J.” f(x)cos(mx)dx=a,n < a, = —J-ﬂ £ (x)cos(mx)dx
-7 TY-w
Concluindo, podemos entao escrever a Equagao 300.

1 ¢7
=;J_”f(x)cos(nx)dx, VneN,

1 ¢n
b,=— i dx, VneN
., ﬂ_[_”f(x)sm(nx) x, VneN,

Temos assim a seguinte definicao: dada uma fungao f: R — R periddica de
periodo 2w, chama-se série de Fourier de f a série que estruturalmente tém a expressao
da forma de Equacao 297, onde a, e b, sdo dadas pelas férmulas acima.

H4, no entanto, umas observagoes a ser feitas:

» a série de Fourier pode nao convergir;

» quando a série de Fourier converge, converge para uma funcgao diferente de f;

» uma série trigonométrica pode convergir para uma funcao fe nao ser a série
de Fourier de f (por exemplo, a série = ((1/v/n) sin(nz)));

» sendo f: R — R periddica de periodo 27w, podemos usar qualquer intervalo
de amplitude 2w ao invés de [-w, 7, para fazermos as integragdes no célculo
de ay e by;

» se f for par, by = 0, Vn €Ny e a, tem o valor da Equacao 301 (a); se f for
fmpar, a, = 0, Vn €Np e b, tem o valor da Equagao 301 (b).

() a,= 21.[” f(x)cos(nx)dx, VneN,
Ty "

(b) bnzzlj” f(x)sin(nx)dx, VneN,
ﬂ -

CALCU 7@

equagao 299

equagao 300

série de Fourier
® Joseph Fourier

equagao 301
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Calculemos assim, a série de Fourier de periodo 2w tal que flz) = |,
Vz €[-w,n]. Primeiro hd que ver se a fungdo em estudo é par, fmpar, ou nenhuma das
duas - sendo a fun¢do mdédulo, esta é par, pelo que b, = 0 e a, pode ser calculado da
forma exposta em Equagao 302.

/1

a,= %J-Oﬂf(x)cos(nx)dx _2 . xcos(nx)dx

T
:E {sm(nx)x} _J-frsm(nx)ldx n#0
T n o O n
2(1 1 ™
= 2| =i —0——
ﬂ(nsm(nx)n' n[cos(nx)]o)
2
== —cos(0
p— (cos(nm)—cos(0))
5 0 se n épar
=—((-1)"-1)=
n’ (( ) ) —iz se n éfmpar

r

Assim sendo, ay é obtido pela Equagao 303.

2 ox 2[ 2T
a0=—_|. xdv=2|2 | =z
o | 2 o

Através da Equagdo 303 podemos criar Equagdo 304 onde escrevemos a nossa série de
Fourier da funcao f.

T~ 4
Z+) | —————cos((2k—1)x)
2 k=1 7[(2]( — 1)
[ |
A relagdo da Equagao 304 representa-se, mais corretamente, da forma explicita

como a da Equacao 305, onde "~" indica que é uma série de Fourier.

f(x)~“—2°+i(a,, cos(nx) + b, sin(mx))

k=1

Se f estiver definida apenas em f: ]-w, t] = R ou f: [-x, [ &> R chama-se
série de Fourier de f & série de Fourier de extensao periédica de periodo 2w de fa R. Se
f: [, w] se verificar, verifica-se o valor de um dos extremos antes de se fazer a
extensao e a série de Fourier dessa extensao também se diz série de Fourier de f de f.
Em qualquer um destes dois casos, supoe-se que em [-T, T a extensdo é integravel.

Por vezes é 1itil, em situacgoes praticas, sabes se a série s6 tem senos ou sé
cossenos. Consideremos assim a seguinte funcdo f(z) = z, Vz €[0, ©1]. Para termos uma
série de Fourier exclusivamente com cossenos, fazemos uma extensao de f par.

equagao 302

equacao 303

equacao 304

equagao 305
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Analogamente, para termos uma série de Fourier com cossenos, fazemos uma extensao
de fimpar.
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