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Duracgéo da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos.
12.2 Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.2:_ Turma:

A prova inclui 4 itens, os itens 5.1, 5.2, 7.1 e 7.2, devidamente identificados com uma moldura no
enunciado, cujas respostas contribuem obrigatoriamente para a classificagao final.

Dos restantes 14 itens da prova, apenas contribuem para a classificagao final os 8 itens cujas
respostas obtenham a melhor pontuagao.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

N&o é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotacoes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a opcdo correta. Escreva, na folha de
respostas, o numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os célculos que tiver de efetuar e todas as
justificac6es necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagao, apresente sempre

o valor exato.
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Formulario

Geometria Regras de derivacao
Comprimento de um arco de circunferéncia w+v) =u+7v
ar (a —amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio) w) = v'v+uw
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Ap6tema (E)’ _uv—w

v/ v?

Area de um setor circular:
W' = nu™u' (n € R)

2
ar . . A .
— (o — amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r — raio) , ,
2 (senu)’ = u'cosu

A : — raio da base; g — geratriz
Area lateral de um cone: trg (r—r g—g ) (cosu) = —u’ senu

Area de uma superficie esférica: 4 T2 (r — raio) ,
(tgu)' =

N cos? u
Volume de uma piramide: 5 X Areadabase X Altura

(e")' =u'e"
Volume de um cone: % x Area da base x Altura
(@) = v'a*Ina (a € R*\{1})

4 .
Volume de uma esfera: ; n r® (r — raio) '

u
(Inu) = —
u
logy 1)’ = —- € R*\{1}
Progressoes (logaw)’ = ulna @ iy
Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,,):
Progressao aritmética: “1;—“” X n Limites notaveis

n

~ ya e 1—
Progressao geométrica: u, x 1_2

lim (1 +%)n=e (neN)

. senx
lim =1
Trigonometria x20 X
e*—1
sen(a + b) =sena cosh +senb cosa lim =1
x—0 X
cos(a+ b) = cosa cosb —sena senb Inx
lim — =20
xX—->+00 X
X
lim — = +4o0 ER
Complexos Jm o=+ (» )

(peie)n = pn ein®

.0+2kT

n,/pei":%el n (k € {0,..,n—1}en€N)
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1. Num laboratério farmacéutico foi criado um teste para a detecdo de um determinado virus em

pessoas que apresentam um certo conjunto de sintomas.

1.1. Sabe-se que a probabilidade de uma pessoa contrair o virus é 25%. Dos estudos feitos a
pacientes que apresentam esse conjunto de sintomas, concluiu-se que:
e 0 teste apresenta um resultado positivo em 90% dos pacientes que contrairam o virus;
e em cada quatro pacientes com resultado positivo no teste, trés contrairam o virus.
O teste foi realizado a um paciente que apresenta o conjunto de sintomas referido.
Determine a probabilidade de o paciente nado ter contraido o virus e de o teste apresentar
um resultado negativo.

1.2. Todas as embalagens destes testes tém um cédigo diferente formado por sete carateres:
cinco algarismos, escolhidos entre os algarismos de 1 a 9, e duas letras, escolhidas de
entre as 26 letras do alfabeto. Quantos desses cddigos sdo constituidos apenas por vogais
e com exatamente dois algarismos 97
(A) 12800 (B) 128 000 (C) 2 150 400 (D) 2 688 000

. . 2 n .
2. Considere o desenvolvimento de (ﬁ - ax3) , com x > 0, a constante positiva e n € N.

Sabe-se que:
e "Cy + "C; +...+7C, =64;

e —20000x8® é o termo de grau 8.

O valor de a é igual a:
(A) 5 (B) 4 (C)6 (D)8

3. Seja C o conjunto dos numeros complexos.

PR
4e'6+8e"6

\/ﬂ(_iZOZO_i—S)'
Sabe-se que w; é uma raiz de ordem 8 de um certo numero complexo w.

3.1. Considere w; =

Sem recorrer a calculadora, determine o valor de w.

Apresente o resultado na forma algébrica.

3.2. Seja z um numero complexo diferente de zero.

3|z| 4iz

|z|

Prove que =5.
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4.

Uma crianga esta a andar num baloi¢o num jardim. Atras do baloigo, ha um muro que limita esse
jardim.

Num determinado instante, em que a crianga esta a dar balanco, € iniciada a contagem do
tempo. Quinze segundos apds esse instante, a crianca deixa de dar balanco e procura parar o
baloico, arrastando os pés no chao.

Admita que a distancia, em decimetros, da posicdo da cadeira ao muro, t segundos apds o

instante inicial, € dada por:

20 + t cos(mt) se 0<t<15
a(t) =
20 + 15e'>"tcos(mt) se  t=>15

O argumento da funcao cosseno esta expresso em radianos.

4.1. Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, justifique que houve, pelo menos, um
instante, entre os catorze segundos e os dezasseis segundos, apos o inicio da contagem
do tempo, em que a distancia da posicao da cadeira ao muro foi igual a 30 decimetros.

Se, em calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas

casas decimais.

4.2. Determine, recorrendo a calculadora grafica, o instante em que a distancia da posigao da
cadeira ao muro é maxima e o valor da distdncia maxima.
Apresente os dois valores arredondados as unidades.
Na sua resposta, reproduza, num referencial, o(s) gréafico(s) da(s) funcao(des)
visualizado(s) na calculadora que lhe permite(m) resolver o problema.

5.

Considere, num referencial 0.n. Oxyz, um prisma triangular reto. Sabe-se que uma das bases do
prisma esta contida no plano a de equacao 2x — 5y — 2z + 80 = 0 e que a outra base esta contida
no plano B que contém o ponto A de coordenadas (1, 2, 3).

5.1. Considere ainda os pontos B e C, dos quais se sabe que:
e 0 ponto B pertence ao plano a e tem abcissa e ordenada igual a 2;

e 0 ponto C pertence ao plano a e ao eixo das cotas.

A amplitude do angulo ABC, com aproximagao a décima de grau, é:
(A) 42,1° (B) 44,5° (C) 135,5° (D) 137,9°

5.2. Determine, recorrendo a processos exclusivamente analiticos, o valor exato da altura do

prisma.

y

A
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6. Lanca-se um dado cubico equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6, trés vezes consecutivas
e regista-se o numero da face que ficou voltada para cima em cada um dos langcamentos.
Sejam a, b e ¢ 0s numeros obtidos no primeiro, no segundo e no terceiro langamentos,
respetivamente.
Considere, num referencial ortonormado Oxy do plano, a reta r definida pela equacao reduzida
y = %x +c.
Qual é a probabilidade de a reta r ter inclinagdo 45°?

(A (B) 55 (©) o (D)2

7. Seja r um numero real maior que um.

Seja (u,) uma progressao geométrica de termos positivos, razao r e primeiro termo a.

7.1. Qual das seguintes afirmagdes € verdadeira?
(A) (u,) é limitada. (B) (u,) € convergente.
(C) % <1,vneN (D)

u

n < 1,vn€N.
n+1

7.2. Sabendo que a soma dos quatro primeiros termos da sucessao (u,) é igual a soma dos

dois termos seguintes, determine o valor de r.

. , . ~ - -1\
8. Seja k um numero real. Considere a sucessao convergente (u,) definida por u,, = (Z—”) .

Sabe-se que o valor do limite de (u,,) € solugdo da equagéo In(ex) = k. Qual é o valor de k?
(A) -2 (B) -1 (C)1 (D)2

9. Seja g a funcao, de dominio R\{0}, definida por:

In(—x) — 1
— se x<0
gx) = X
X ex se x>0
9.1. Qual das afirmagdes seguintes é verdadeira?
(A) lim g(x) = +o0 (B) lim g(x) = —o0
x-0 x—0
(C)limg(x) =0 (D) Nao existe lim g(x).
x-0 x-0

9.2. Estude, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, a funcao g quanto a existéncia

de assintotas ndo verticais ao seu grafico.
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9.3. Estude, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, a fungéo g quanto ao sentido das

concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de pontos de inflexdo no intervalo

]—OO, 0[

Na sua resposta, apresente:

e 0(s) intervalo(s) em que o grafico de g tem a concavidade voltada para baixo;

e 0(s) intervalo(s) em que o grafico de g tem a concavidade voltada para cima;

e as coordenadas do(s) ponto(s) de inflexdao do grafico de g.

10. Para cada numero real k, considere a funcao f, de dominio ]—g T[[, definida por:

( sen (3x?)
Fx) = cos?2 G - x)

2sen(x)cos(x)

m
+k se —E<x<0

se 0<x<m

10.1. O valor de k para o qual a funcao f é continuaem x =0 é:

©)5

(A) -3

10.2. No intervalo ]0, [, seja r a reta tangente ao grafico da funcao f que tem declive minimo.

(B)o

(D) 3

Determine, recorrendo a processos exclusivamente analiticos, o declive da reta r.

FIM

COTACOES

As pontuacoes obtidas

nas respostas a estes

4 itens da prova contribuem
obrigatoriamente para

a classifica¢do final.

5.1.

5.2.

14.

7.2.

Subtotal

Cotacdo (em pontos)

16

16

72

Destes 14 itens, contribuem
para a classificacdo final da
prova os 8 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuacéo.

1.1.

123 |2

31.

3.2.

4.1.

4.2.| 6. 8.

9.1. | 9.2.

9.3.

10.1.

10.2.

Subtotal

Cotacdo (em pontos)

8 x 16 pontos

128

TOTAL

200

y

AN
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Prova-Modelo de Exame de Matematica A

—12.2 ano - Proposta de resolucao

1.
1.1. Consideremos os seguintes acontecimentos:
V: “O paciente contraiu o virus.”
T: “O teste apresenta um resultado positivo.”
Pelos dados do enunciado, sabe-se que:
eP(V) =0,25
e P(TIV) =09
o P(V|T) = % =0,75 Calculos auxiliares
Pretende-se determinar o valor de P(V n T). | *PUTIV) =09 Pff(%” =09
Assim: S P(TNV)=09x%0,25
— < P(TNnV)=0,225
T T
v |0,225 0,025 | 0,25 * P(VIT) = 0,75 = 22 = 0,75
v |0,075|0,675|0,75 PN % =0,75
03 | 07 | 1 o p(r) = 2225
Portanto, P(V n'T) = 0,675. < P(T) =03
1.2. Opcao (D)
V_ V_ 9_ 9_ _alg._ _alg._ _alg._
5 X5 x 1x1 x 8 X8 x 8 x 7C, x 5C,= 2688000
onde ’C, é o nimero de maneiras de escolher duas das sete posi¢cdes para colocar as duas
vogais escolhidas e °C, & o nimero de maneiras de escolher duas das cinco posicoes
restantes para colocar os dois algarismos 9.
2. Opcao (A)

Sabemos que "Cy, + "C; + -+ "C, = 64, isto é, 2"

3 ®,
e

2
3=— ax

O termo geral do desenvolvimento de (3&

6Ck(2

)6_k x (—ax®)k, ¢

64, ou seja, n = 6.

om k € {0,1,2,3,4,5,6}

k:

2

Iz
6—k 6-k
6 i) 3k — 6 2 Nk« 13
Ck(% X (—ax?) Ck(%)s_kx( a)< xx
3k
= 6C, x 267K x (—a)k x T
x°73
= °C, x 267K x (—a)k x x%k_
= k
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Pretendemos determinar o termo de grau 8:

10k 10k

3

O termo de ordem 8 &, entao, igual a:

6C; x 23 x (—a)® x x8 = —160a3x8
Logo:
—160a3

=20000=a® =125 a="5

3.1. Wl =

V3,1, V3,1,
4(7+51)+8(‘7+?) _ 2V342i-43+4i _

V24(=i%=i3)

w = (W1)8 = ei(_ig)

3z 4iz| _

3.2.

3|z|%-4izz _

V24(-1+i)

_ —2V3+6i _
T V2a(-1+0)

2TC

_ Va8e'3 _
=— =
V24x+/2e" 2

3|z|%—4i|z|?

z |z| z|z|

y

A

z|z|

|z|?(3— 4z)|
zlz| |

— |z|(3—41) | _

_ [I1z](3—41)| _

|z|

_ lzlI3—4i] _

n 1
Ul
N O
vl 4| X
| N
)}
I
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Calculos auxiliares
©2020=4x505+0

12020 l l'—S — i_5+8 — i3

*|-2v3+6i| =V12+36 =48

tgh = ABE22Q e tgh =3 A0

6
-2V3
€2°Q
21
9=?, por exemplo
o|-1+il=V1i+1=v2
tgB=—-1 AB€E2°Q
3
B="

, por exemplo
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4.1. Pretende-se provar que 3¢ € |14,16[ tal que d(c) = 30.
Comecemos por provar que d é uma fungdo continua no seu dominio R :
e d é continua em [0, 15[, visto, neste intervalo, a funcdo d estar definida pela soma de
duas fungdes continuas (uma funcao constante e o produto de duas fungdes continuas);
e d é continua em ]15, +oof, visto, neste intervalo, a fungcéo d estar definida pela soma de
duas fungdes continuas (uma funcgao constante e o produto de duas fungbes continuas);
e d é continua em x = 15, visto que tLi{rg_ d(t) = tE§I§+ d(t) =d(15)::
tE{g_(ZO +t cos(ﬂt)) = 20+ 15cos(15m) =
=20+ 15x (-1) =
=5
tg% (20 + 15315‘tcos(nt)) =20+ 15e'> cos(15m) =
=20+15xe’x (1) =
=5 =d(15)
d é entdo uma fungéo continua em todo o seu dominio R¢, logo é continua, em particular,
em [14,16] c R} .
d(14) = 20 + 14 cos(14m) = 20 + 14 x 1 = 34 > 30
d(16) = 20 + 15e15 16¢os(16m) ~ 25,52 < 30
Como d é continua em[14,16], e como d(16) < 30 < d(14), entdo, pelo teorema de

Bolzano-Cauchy, 3c € ]14,16][ tal que d(c) = 30.

4.2. Pretende-se calcular a distancia maxima atingida entre a cadeira e o muro e o respetivo
instante em que tal se verificou, durante os primeiros 15 segundos em que a crianga esta a
dar balango.

y = 20 + x cos(mx), com x € [0, 15[

B [EXE]:Mostrar Coordenadas
Wl =20+xcos (mx)

Py
¥=14,00723225 | ¥=34.0036169 ;. =

A distancia maxima é igual a 34 dm, para t = 14 segundos, aproximadamente.
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5.1.

5.2.

Opcao (C)

O ponto B pertence ao plano a e tem abcissa e ordenada igual a 2, logo as coordenadas de B
sao daforma (2,2,2), z € R.

2X2—-5%x2—-2z480=0&<2z=37

Logo, B(2,2,37).

O ponto C pertence ao plano a e ao eixo das cotas, logo as coordenadas de C sdo da forma
(0,0,2), z€eR.

2xXx0-5%x0—-2z4+80=0<2z=40

Logo, €(0,0,40).

BA=A-B=(1,2,3)-(2,2,37) =(-1,0,—-34)

|BA|| = /(=1)2 + 02 + 342 = V1157
BC =C—B =(0,0,40) — (2,2,37) = (-=2,-2,3)
|BC|| = V(=2)? + (=2)2 +32 = V17

BA.BC = ||BA]| x ||BT|| x cos (BA, BC)
(—=1,0,-34).(=2,—2,3) = V1157 x V17 X cos (EcT’,E_C’)
= 2+0—102 =\/1157x\/ﬁ><cos(ﬁ)

=7 oA -100
& CO0S (BA,BC) = Wﬁ

Assim, B4, BC ~ 135,5°.

Seja I o ponto de intersegéo entre o plano a e a reta perpendicular a o e que passa pelo
ponto A.
A altura do prisma €, entdo, a distancia entre os pontos 4 e I.
Equacao vetorial da reta AI: (x,y,z) = (1,2,3) + k(2,-5,-2),k € R
Ponto genérico: (1 + 2k,2 —5k,3 — 2k), k€ R
Para que o ponto pertenca ao plano a, tera que verificar:
2(142k)—5(2—-5k)—2(3-2k)+80=0=2+4+4k—10+25k—6+4k+80 =10
© 33k = —66
S k=-2
Assim, o ponto I (ponto de intersecdo de a com a reta Al) tem coordenadas:
(1+2x(=2),2-5x%(-2),3—2x%(=2)) =(=3,12,7)
A altura do prisma é:

d(A,1) =(-3-1)2+ (12-2)2+ (7 —3)2 =16 + 100 + 16 = V132 = 2/33

A
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6. Opcao (A)
A reta r tem inclinagcéo 45°, logo:

a
mr:tg(45°)@mr:1@E:1@a:b

Assim:
e NUmero de casos possiveis: 6x6x6=216
a b c

e NUmero de casos favoraveis: g X 1 X g =36
c

-
a b

Deste modo, a probabilidade pedida é %, ou seja, %

7.1. Opcao (D)
(u,,) € uma progressao geométrica de primeiro termo positivo e razao superior a um, logo
(u,,) € mondtona crescente e lim(u,,) = lim(a X r™*™ 1) = +oo.
Assim, concluimos que (u,) ndo é limitada nem convergente.

Como (u,,) é crescente, entéo:

Un

VnENUpy — U, >0 Uy S U, © 1> (os termos de (u,,) sao positivos)

Un+1

Un

= <1

Un+1

S 1—72
72.aXx—=axr*x—o1-rt=rt1-r?)
1-r 1-r
1—T4: 4
1-12
1—72) (1472
o @=r?)(r?)
1-12

o1+ri=r

eort—r2-1=0

or?=
2
@rz——li\/g
-2
, 1++5 , 1-+5
or:= 5 v rt=—

equacio impossivel em R

o= f1+\/§ Y r=_’1+\/§
2 2
Comor >1,entdaor = ’1+2\/§.
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8. Opcao (A)

y

1
. - m-1 - (1-3
lim u, = lim (n ) = lim =

Atendendo a que e~3 é solugdo da equacgao In(ex) = k, vem que:

Inexe)=koh(e)=ko -2=k

9.1. Opcao (A)

Sabemos que lim g(x) existe se e s6 se lim g(x) = lim_g(x).
x—0 x—0 x-0t

_ ~ In(—x)—1 In(0*)—-1 -
Jlip g0 = Jip = = = = e
1
: : 1 . oex
g 20 = Jig (xe%) = fip 5=
X

. . s 1
Consideremos a mudanca de variavel =YX 0F=>y -+

ey
= lim —=
y—+co y
= 400
Logo, lim g(x) = +oo.
x-0
9.2. x » —oo:
In(-x) -1

lim g(x) = lim
X—>—00 X—>—00

= lim (2 -7)=

= dm (535) - im () =

Consideremos a mudanga de variavel —x = y;:x - —00 =y - 400

= lim n®) _ lim 1-

y->+0w —Y X——00 X

A
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=— lim 2¥_ jim 1=
y—->+o00 Y X——00 X
=—0-0=

=0

A reta de equacao y = 0 € assintota horizontal ao grafico de g quando x — —oo.

X — +oo:
1
. gx) . xex
m= lim —= = lim — =
xX—->+00 X X—>+o00 X
. 1
= lim ex =
X—+00
1
= g+o0 =
=1
. ) 1
b= lim [g(x) —x] = lim (xex - x) =
X—>+0o X—+0o
. 1
= lim [x (ex - 1)] =
X—+00
1
= lim &L=

x—+o0 =
X

. y 1
Consideremos a mudanca de variavel = = y;x - +c0 =y > 0"

= lim &= =
y-0t Y
=1

A reta de equacado y = x + 1 é assintota obliqua ao grafico de g quando x — +oo.

9.3. Em ]—o0,0[, g (x) = =01

o CSexx— (-0 -1 1-In(-x)+1

x? x?
__ 2=In(-x)
==
-1 5
. — = XXx° = (2 =In(=x)) X2x  —x — 4x + 2xIn(—x)
g (x) = o = o =
_ —=5x+2xIn(-x) _
T xr
__ —=5+2In(-x)
=0
Para x < 0:
—54 2In(—x
g”(x)=0@+=0®—5+21n(—x)=0 A x3#0

’ A Prova-Modelo de Exame de Matematica A_12.%2 Ano Expoente’® | Daniela Raposo e Luzia Gomes



o In(—x) ==
5
S —x =ez2
5
S x = —e2
X =€ —e% 0
—5+ 2In(—x) + 0 — n.d.
x3 — — - n.d.
Sinal de g"” - 0 + n.d.
Sentido das concavidades n.d.
_ n P.1. U
do gréfico de g

Calculos auxiliares

—5+2In(—(—e%))=-5+2x3=1(>0)

—5+2In(—(—e?))=-5+2x2=-1(<0)

5
O grafico de g tem a concavidade voltada para baixo em ]—oo, —eE] e tem a concavidade

5
voltada para cima em [—eE, 0[

5
s lr’(_(_ez))_l -1 3 3
g(—ez>: = E: = ——
2

—e

N

5
<—e5, —i5> séo as coordenadas do ponto de inflexdo do gréfico de g.
2e2

10.
10.1. Opcao (A)
f é continua em x = 0 se e s0 se existir }Cin?) f(x),, ou seja, se e so se:
lim £00) = lim, £(x) = £(0)
xling_(Zsen(x) cos(x)) =2sen0cos0 =0 = f(0)

0
. sen (3x?) @ . sen(3x?)
L e SRS Bl By p
COS (7 - X)

T sen (3x2) 3x2 _

- len(}— ( 3x2 x senz(x)) tk=

T sen (3x2) x x _
- xll)rr(}- ( 3x2 X sen(x) X sen(x) X 3) thk=
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sen (3x?) 1

3x2 >0t 3x° lim
=1X1x1Xx3+k=
=3+k

Como 3+ k =0 < k = —3, conclui-se que o valor de k para o qual f é continuaem x =0

é -3.

10.2. Em |0, rt[: f(x) = 2senx cos x = sen(2x)
f'(x) = 2cos(2x)
f"(x) = —4sen(2x)
f"(x) =0 —4sen(2x) =0 & sen(2x) =0
© 2x =knk €Z

Kk
(:>x=?“,kez

Em]0,n[: x = g

0 w T
x 2
Sinal de f" n.d. - 0 + n.d
Variacao de f’ n.d. — min. 7 n.d.

Calculo auxiliar

f (g) = 2cos (2 X g) = 2cosm = —2

—2 é o minimo da fungéo f’ no intervalo considerado; portanto, —2 é o declive da reta r.
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